
공학석사학위논문

병렬처리를 위한 Element-Free Galerkin

법에서의 Subdomain 기법
  

2004년 2월

서울대학교 대학원

지구환경시스템공학부

조  호  영





i

초록

Element-Free Galerkin (EFG) 법은 균열 해석 등의 문제에 장점이 있어 주로

사용된다. 그러나 해의 정도를 높이기 위해 자유도를 많이 사용하는 경우에는

계산시간이 오래 걸리고 컴퓨터 메모리에 제한을 받는다. 이 연구에서는 EFG

법에서의 Subdomain기법을 제안한다. 구속조건으로 Penalty function을 사용하는

기법과 Lagrange multiplier를 사용하는 기법을 제안하고 타당성을 검증한다.

자유도가 큰 문제를 해석하기 위하여 Subdomain기법과 함께 병렬프로그래

밍 방법을 도입한다. 하나의 도메인을 여러개의 도메인으로 나누어서 각 도메

인을 각 CPU들이 담당하여 matrix condensation을 통해 최종적으로 인터페이스

자유도에 대한 방정식을 구성하여 풀게 된다. 예제를 통하여 이 방법의 효율성

을 검증한다.

피로 균열 성장 해석을 위해 균열 선단의 특이성과 균열면의 불연속성을 반

영할 수 있는 수치적 기법을 도입하여 균열을 모형화하고 균열 선단 형상함수

의 불연속 문제를 해결하기 위해 Diffraction Method를 사용한다. 응력확대계수

를 계산하기 위하여 J-integral을 사용하고 균열 성장각을 계산하기 위해 최대주

응력한계론을 사용하며 피로 균열 성장량을 계산하기 위하여 Paris의 식을 사

용한다. 피로 균열 성장을 위해 많은 계산시간이 필요한데 이러한 문제점을 해

결하기 위해 Subdomain기법을 이용한 coupled FEM-EFGM 방법을 제안하고 예

제를 통하여 효율성을 검증한다.
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Ⅰ. 서론

Element-Free Galerkin Method (EFG법, EFGM)는 요소의 개념이 없이 절점과 그

절점을 둘러싸는 영향영역만을 가지고 문제를 해석하는 수치해석 기법이다. 따

라서 이산방정식을 세우기 위해서 기하학적 형상과 절점군들만이 필요하기 때

문에 균열성장과 같은 문제들을 모델링 하기가 매우 용이하고, 요소의 찌그러

짐으로 인한 해의 정확도 저하가 일어나지 않는다. 그리고 영역내에서 절점들

의 위치를 임의로 배치 시킬 수 있기 때문에 균열 선단의 응력 집중을 효과적

으로 나타내기 위해서 절점들을 높은 밀도로 분포 시킬 수 있는 장점이 있다.

또 요소가 없으므로 균열의 진행에 따른 균열면의 변화를 경계조건의 변화로

간단히 나타낼 수 있으므로 요소를 재구성하는 번거로움이 없다. 이러한 이유

들로 EFG법은 균열 성장 문제 해석에 있어서 유한요소법을 사용하는 것보다

정확성과 효율성이 우수하다고 알려져 있다. 이 연구에서는 이러한 장점이 있

는 EFG법을 이용하여 해석을 수행한다.

EFG 법으로 해석을 수행할 때 정확한 해를 얻기 위해 많은 절점들을 사용하

는 경우에는 계산시간이 길어지고 또한 컴퓨터의 물리적 메모리에 제한을 받게

된다. 이러한 결점을 보완하기 위하여 Subdomain기법과 병렬프로그래밍 방법이

사용된다. Subdomain기법은 해석 대상이 되는 하나의 도메인을 여러 개의 도메

인으로 분리하여 해석하는 방법이다. 병렬프로그래밍은 2개 이상의 CPU를 사
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용하여 CPU간에 서로 데이터를 주고 받으며 프로그램이 수행되도록 하는 프

로그래밍 기법이다. 이 연구에서는 Subdomain기법과 병렬프로그래밍을 이용하

고 수퍼컴퓨터나 근래에 발달한 리눅스 클러스터를 이용하여 해석을 수행한다.

균열 진전 해석의 경우에 있어서도 EFG 법을 이용하면 요소의 재구성 없이

편리하게 해석을 수행할 수 있지만 계산시간이 오래 걸리는 문제가 발생한다.

따라서 이 연구에서는 Subdomain기법을 이용하여 균열을 포함하는 도메인에서

는 EFG 법을 사용하고 나머지 도메인에서는 FEM을 사용하여 해석을 수행한

다.

2장에서는 EFG법의 정식화 과정과 EFG법에서 매우 중요한 역할을 하는 가

중함수와 영향영역의 의미와 결정, 그리고 경계조건 처리 방법, 수치적분 방법

및 최종적인 이산방정식에 대해 기술한다. 3장에서는 Penalty function을 이용한

Subdomain기법과 Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain기법에 대해 설명하고

이 두 방법을 검증한 후 병렬프로그래밍을 도입하여 자유도가 큰 문제를 해석

한다. 4장에서는 EFG 법에서의 균열의 모형화와 응력확대계수 산정, 균열 성장

에 대해 알아보고 제안된 Subdomain기법을 이용하여 FEM과 EFG 법을

Coupling하여 피로 균열 해석을 수행한다. 마지막으로 5장에서는 결과를 종합

하고 이 논문이 가지는 의의에 대하여 논한다
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Ⅱ. Element-Free Galerkin 법

EFG법에서는 절점으로부터 일정한 거리 내에 포함되는 점들을 그 절점의

영향영역에 포함되어 있다고 생각하고, 기준점을 자신의 영향영역 내에 포함하

는 절점들을 취하여 이동최소제곱보간법[2]에 의해 그 기준점의 형상함수를 결

정하고 근사 변위함수를 구한다. 이 과정에서 형상함수는 절점과 기준점 사이

의 거리에 의해 결정되기 때문에 요소가 사용되지 않는다.

  

2.1 이동최소제곱보간법

주어진 영역 Ω의 임의의 점 x에서의 변위함수 )(xu 의 이동최소제곱보간에

의한 근사변위 함수는 공간 좌표계의 다항식 )(xp 와 다항식의 각 항들에 대응

하는 계수값 )(xa 를 사용하여 다음과 같이 정의된다.

)()()()()( xaxpxxx T
m

j
jj

h apu == ∑ (2.1)

여기서 계수 )(xja 는 x의 함수이며, 이동최소제곱보간에 의한 변위를 결정

해 주는 미지값이다. m은 이동최소제곱보간에서 사용되는 기저의 수이다.

지역 근사(Local approximation)는 다음과 같다.
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)x(x)a(pxxxx T
j

m

j
j

h
L apu == ∑ )()(),( (2.2)

임의의 점 x에서의 미지값 )(xa 는 x를 기준으로 하는 일정한 영향영역 내

의 절점의 변위 오차에 대한 가중잔여치, 즉 가중이산형 2L  norm을 최소화 시

켜 구할 수 있다.

[ ]

[ ]∑

∑

−−=

−−=

n

I
II

T
I

n

I
II

h
LI

uw

uuw

2

2

)(

),()(

)a(x)(xpxx

xxxxπ
(2.3)

여기서, )( Iw xx − 는 x와 절점 Ix  사이의 거리비에 따른 가중함수이다. 절

점 Ix 를 중심으로 일정한 거리 내에 포함되는 점들에서 가중함수는 0이 아니

며 이와 같은 점들을 Ix 의 영향영역(Domain of influence)내의 점들이라고 부른

다. 그리고 n은 x를 자신의 영향영역 내에 포함하는 절점들의 개수이다. 식

(2.3)은 다음과 같은 행렬식의 형태로 표현된다.

))(()( uPaxWuPa −−= Tπ (2.4)

여기서,

{ }nuuu ,,, 21 L=Tu (2.5a)
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(2.5b)





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


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(2.5c)

)(xa 에 대해 가중잔차를 최소화시키면 다음과 같다.

0uxBxaxA
a

=−=
∂
∂

)()()(
π

(2.6)

여기서,

PxWPA )(T= (2.7)

)(xWPB T= (2.8)

따라서, )(xa 는 다음과 같이 구할 수 있다.

 uxBxAxa 1 )()()( −= (2.9)

식 (2.1)과 (2.9)로부터 이동최소제곱보간에 의한 근사 변위함수를 다음과 같

이 표현할 수 있다.
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∑== −
n

I
II

h F uxux(x)BAxpxu 1T )()()()( (2.10)

여기서, 절점 Ix 의 형상함수는 다음과 같이 정의된다.

∑ −=
m

j
jIjI pF ))()()(()( 1 xBxAxx (2.11)

위에서 언급한 행렬 A는 영향영역 내의 절점들의 상대적 위치에 영향을 받

으며 1−A 를 구하기 위해서는 영향영역 내에 포함되는 절점들의 수가 다항식의

항의 수 m보다 같거나 커야 한다.

2.2 영향영역과 가중함수

EFG법을 해의 정도를 좌우하는 중요한 요소 중의 하나는 가중함수(Weight

function)를 결정하는 일이다. 가중함수는 영향영역내의 절점의 가중치를 결정해

주는 함수로서 기준점 x에서 가까운 절점 Ix 에서는 상대적으로 큰 값을 가지

고 반대로 기준점 x에서 먼 절점 Ix 에서는 작은 값을 가진다. 가중함수는 x

와 Ix  사이의 거리와 Ix 의 영향반경의 함수이다. 따라서 다음과 같이 두 점

사이의 거리에 종속되는 가중함수를 고려할 수 있다.

)()( dww II =− xx (2.12)
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여기서, Id xx −= 이며 두 절점 사이의 거리를 나타낸다. )(dwI 는 d에 관

하여 1차 미분항까지 연속한 것으로 가정한다. 이 연구에서는 여러가지 형태의

가중함수 중에서 연속한 미분항을 얻기 위하여 Exponential 가중함수를 사용하

였다.









>

≤
−

−
= −

−−

mII

mIIcd

cdcd

I

dd

dd
e

ee
dw mI

mI

 ,                 0 

,
)1()( 2

22

)/(

)/()/(

(2.13)

여기서 c는 상대적인 가중치를 조정하는 상수이고, mId 는 절점 Ix 의 영향영

역의 크기이다. 이 영향영역은 A가 Singular하지 않도록 결정되어야 한다. c

의 정의는 다음과 같다.

Icc α= (2.14)

여기서, 21 ≤≤ α 의 값을 사용하였다[1].

IJ
SJ

I
J

c xx −=
∈

max (2.15)

여기서, JS 는 Ix 를 둘러싸는 다각형을 만들 수 있는 Ix 주변의 절점들의 최

소 집합을 의미한다. 만약 절점들이 균일하게 분포되어 있다면 Ic 는 절점사이

의 최대 거리가 된다. 절점들이 무작위로 분포되어 있는 경우에는 절점 배치를
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고려하여 적당한 값을 사용하면 되는데, 이 연구에서는 Ix 에서 3번째로 가까

운 절점까지의 거리를 사용한다. Exponential 가중함수는 c가 감소하면  x에 가

까운 절점에서는 더 높은 가중치를, x에서 멀리 떨어진 절점에서는 더 낮은

가중치를 얻는다.

영향영역의 선택 또한 가중함수의 선택과 더불어 해의 정도를 결정하는 중요

한 요소이다. 영향영역에 의해 이동최소제곱에 의해 근사해를 도출할 때, 몇 개

의 주변 절점들을 이용하여 기준점의 변위함수를 결정할 것인지가 결정된다.

기준점에 대한 영향영역은 2차원 해석이 경우는 주로 원형이나 사각형 영역을

사용하고 3차원 영역에서는 구형 영역을 사용한다. 영향영역 내에 적절한 개수

의 절점이 포함되도록 해야만 수치해의 정도가 보장되는 동시에 빠른 계산을

그림 1. 2차원에서의 원형의 영향영역

영향영역

I
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수행할 수 있다. 그림 1은 2차원에서 각 절점들이 원형 영향영역을 선택한 예

를 보여준 것이다.

2.3 Lagrange Multiplier를 이용한 경계조건 처리와 이산방정식

유한요소법에서는 변위 경계조건을 만족하는 형상함수를 사용하므로 변위가

주어진 경계에서 자동적으로 0이 된다. 하지만 EFG법에서는 형상함수가

Kronecker delta condition( IJJIF δ≠)(x )을 만족하지 못하므로 경계상에 있지 않은

절점의 형상함수를 계산할 때 그 영향 영역 내에 필수경계상의 절점이 포함되

게 되면 경계상의 절점도 어떤 값을 가지게 되므로 구속조건이나 미리 정의된

경계조건이 완전하게 반영되지 못하게 된다.

변위 경계 조건을 처리하기 위해서 사용되는 방법으로는 Penalty 방법, 경계

근처에서 FEM 요소를 사용하는 방법[1,3,8]등이 있지만 이 연구에서는 Lagrange

multiplier를 포함하는 구속 조건식을 변분 형식에 추가시켜 구속조건을 강제적

으로 만족시키는 방법[1,3]을 사용하였다. 이 방법은 적용이 매우 간단하지만

강성도 행렬이 정치(Positive-definite)가 아니고 구속조건이 늘어날수록 전체 강

성도 행렬의 크기가 커져 계산량이 많아지는 단점이 있다.

경계 조건이 Γ로 주어진 영역 Ω내에서의 평형 방정식은 다음과 같다

0b =+⋅∇ σ  in Ω (2.16)
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경계 조건은 다음과 같이 주어진다.

tn =⋅σ  on tΓ (2.17a)

uu =  on uΓ (2.17b)

평형 방정식의 변분형태는 다음과 같다.

0)(

)(

=Γ⋅−Γ−⋅−

Γ⋅−Ω⋅−Ω∇

∫∫

∫∫∫

ΓΓ

ΓΩΩ

uu

t

dd

ddd

TT

TTT
s

?vuu?

tvbv:v

δδ

δδδ σ

(2.18)

식(2.18)는 평형방정식과 경계조건을 모두 만족한다. 여기서 오른쪽 두 항이

Lagrange multiplier를 사용하여 구속 조건의 만족시켜 준 부분이다. Lagrange

multiplier ?는 다음과 같다.

II sN ?x? )()( =       uΓ∈x (2.19a)

II sN ?x? δδ )()( =    uΓ∈x (2.19b)

여기서 )(sN I 는 Lagrange interpolant이고 s는 경계를 따라서의 호의 길이이

다. 식 (2.18), (2.19)로부터 최종적인 이산방정식은 다음과 같이 구해진다.








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











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
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?
u

0G
GK

T (2.20)
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∫
Ω

Ω= dJIIJ DBBK T
(2.21a)

∫
Γ

Γ−=
u

dNF KIIKG (2.21b)

∫∫
ΩΓ

Ω+Γ= dFdF III

t

btf (2.21c)

∫
Γ

Γ−=
u

dN KK uq (2.21d)

여기서,

















=

xIyI

yI

xI

I

FF
F

F

,,

,

,

0
0

B (2.22a)



















−−

2
1

00

01
01

1 2 v
v

v

v
E

for plane stress

(2.22b)

















−+
−

b
a

a

vv
vE

00
01
01

)21)(1(
)1(

for plane strain

식 (2.22b)의 a와 b는 다음과 같다.

)1(2
21

,
1 v

v
b

v
v

a
−

−
=

−
= (2.23)

=D
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이산방정식을 풀어 얻게 되는 이동최소자승보간법에 사용한 절점 값 Iu 는

)( Iu x 와 다른 값이므로 절점 I 를 기준으로 하여 영향영역 내에 존재하는 절

점들의 Iu  값으로 근사하여 실제 변위값을 재계산해야 한다.

2.4 수치적분

유한요소법과 달리 EFG법에서는 요소의 개념을 사용하지 않으나 수치적분

을 수행하기 위해서는 대상영역을 임의의 개수의 셀이나 요소로 나눌 필요가

있다. 대표적으로 사용하는 방법에는 그림 2의 (a)와 같이 배경 셀을 사용하거

나 (b)와 같이 유한요소해석에서 사용하는 것과 같은 요소망을 사용하는 방법

이 있다. 배경 셀을 사용하는 경우에는 대상의 기하학적 형상과 무관하게 규칙

         (a) 배경 셀(backgraound Shell)        (b) 요소망 (element)

그림 2. EFG법에서 적분을 위한 셀 구조
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적인 모양의 셀을 사용하므로 복잡한 형태의 대상을 해석하기 위해 요소망을

짜는 번거로움을 피할 수 있는 장점이 있다. 하지만 대상의 경계내에 위치하는

Gauss 적분점을 판별하기 위한 조건식이 필요하게 되는데 이를 위해서 경계를

설정하기 위한 별도의 입력이 필요하며 복잡한 영역에서는 경계내의 유무를 판

별하는데 한계가 있다는 단점이 있다.

반면에 요소망을 사용하는 방법은 실제 대상의 기하학적 형상과 일치하도록

요소망을 구성해야 하는 어려움이 있지만 보다 명확하게 기하학적 형상을 묘사

할 수 있을 뿐 아니라 경계가 정확하게 설정되므로 정확한 적분값을 얻을 수

있는 장점이 있다. 이 요소망은 단순히 적분의 정확성을 위한 것이지 변위를

근사하기 위한 요소가 아니기 때문에, 유한요소에서와 같은 요소와 절점들간의

규칙성을 항상 만족시켜주어야 할 필요가 없다. 따라서 요소망 구성이 유한요

소법에 비하여 용이하다.

위의 두 가지 방법에서 적분을 수행하는 방법은 유한요소해석의 수치적분과

정과 매우 유사하다. 유한요소법과 다른 점은 각 Gauss 적분점을 기준으로 하

여 영향영역 내에 존재하는 절점의 종류와 개수가 다르므로 셀 당 하나의 요소

강성도 행렬이 구성되는 것이 아니라 각 가우스 적분점마다 하나의 행렬이 구

성된다는 것이다. 이 각각의 행렬을 기준이 되는 가우스 적분점에 해당하는 가

중치와 Jacobian 값을 이용하여 전체강성도 행렬로 조합한다.

식 (2.20)에서 강성도 행렬을 구하기 위한 적분은 전체 영역을 ncel개의 배
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경 셀로 나누고 각 셀마다 ngpngp×  Gauss 적분점을 사용할 경우 다음과 같이

수행한다.

∑∑∑

∑ ∫ ∫

∑ ∫∫

=

=

Ω=Ω

− −

Ω

ncel

e

ngp

i

ngp

j
jijiji

ncel

e

ncel

e

e

WWJ

ddJ

dd
e

),(),(

),(),(
1

1

1

1

ηξηξ

ηξηξηξ

k

k

DBBDBB TT

for 2D (2.24)

여기서, ),( jiJ ηξ 는 자코비안 값이며  W는 각 가우스 적분점에 해당하는

가중치이다. ),( ji 번째 가우스 적분점에서의 강성행렬 ),( ji ηξk 는 다음과 같이

구할 수 있다.

  Q
T
QDBBk =),( ji ηξ for 2D (2.25)

여기서, QB 는 셀이나 요소에서의 ),( ji 번째 가우스 적분점을 기준점으로 하

는 영향영역내의 절점들에 대한 형상함수의 미분형의 행렬이다.

















=

xnynxyxy

ynyy

xnxx

,,,2,2,1,1

,,2,1

,,2,1

000
000

φφφφφφ
φφφ

φφφ

L
L

L

QB for 2D (2.26)

여기서, n은 가우스 적분점을 기준으로 한 영향영역 내의 절점의 개수이다.
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배경 셀을 사용할 경우에는 셀 내의 가우스 적분점 중에서 일부만이 대상영

역에 포함될 경우, 식 (2.24)에서 i , j  에 대해서 합산할 때 대상영역 밖에 있는

적분점에 대한 값을 제외시켜 주어야 하며 이러한 경우에는 해의 정도를 높이

기 위해서는 고차의 Gauss 적분점을 사용하는 해야 하는 것으로 알려져 있다.

적분점의 개수는 셀 안의 절점의 개수에 의해 결정되며 일반적으로 m개의 절

점이 있는 셀에서는 2차원의 경우 )2()2( +×+ mm  Gauss 적분점이 사용된

다[1].
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Ⅲ. 병렬프로그래밍을 위한 Subdomain기법

EFG 법을 이용하면 균열문제 같은 특이성이 높은 문제를 효과적으로 해석할

수 있다. 하지만 계산시간이 많이 걸리는 단점이 있다. 특히 높은 해의 정확도

를 위하여 자유도를 많이 사용하여 문제를 해석할수록 계산시간은 크게 늘어나

게 된다. 또한 자유도가 증가함에 따라 컴퓨터 메모리에 제약을 받게 된다. 이

러한 문제점을 해결하기 위하여 병렬프로그래밍을 사용하게 된다. 병렬프로그

래밍이란 수퍼컴퓨터나 근래에 크게 발달하고 있는 리눅스 클러스터 시스템을

이용하여 프로그램 수행시에 CPU를 2개 이상 사용하도록 프로그래밍을 하는

것이다. CPU를 2개 이상 사용하여 해석하기 위해서는 각각의 CPU당 할 일을

나누어 주어야 한다. 하나의 도메인을 여러 개의 도메인으로 나누어서 나뉘어

진 각 도메인 1개마다 1개의 CPU를 이용하여 해석하게 된다.이를 위해

Subdomain기법이 필요하게 된다. FEM에서는 matrix condensation만으로

Subdomain기법을 적용할 수 있으나 EFG 법에서는 인터페이스 근처에서 영향반

경이 잘리는 문제가 발생하기 때문에 새로운 Subdomain기법이 필요하다.

이 장에서는 Penalty function을 이용한 Subdomain기법과 Lagrange multiplier를

이용한 Subdomain기법을 제안하고 각각의 장단점을 살펴본 후 예제를 통하여

제안된 두 방법의 타당성을 검토한다. 그리고 Subdomain기법과 병렬프로그래밍

을 이용하여 자유도가 상당히 큰 문제를 해석하여 제안된 방법의 효율성과 계
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산시간의 이득을 살펴본다.

3.1 Subdomain 기법

EFG 법에 적용 가능한 Penalty function을 이용한 Subdomain기법과 Lagrange

multiplier를 이용한 Subdomain기법을 제안한다.

3.1.1 Penalty function을 이용한 Subdomain 기법

그림 3 에서 보는 것처럼 하나의 도메인을 두개의 도메인으로 나누어서 해

석하는 경우를 생각해본다. 이때 인터페이스 부분이 갈라지면서 새로운 Traction

boundary가 발생되고 이것을 고려하여야 한다. 도메인1과 도메인2에서의 Total

Potential Energy는 다음과 같다

∫∫∫∫
ΓΓ

Γ−Γ−−=Π
it

dTudTudVbudV h
i

h
ii

h
i

V
i

h
i

h
ij

V

h
ij

1,1
2
1

1 σε (3.1a)

∫∫∫∫
ΓΓ

Γ−Γ−−=Π
it

dTudTudVbudV h
i

h
ii

h
i

V
i

h
i

V

h
ij

h
ij

2,2
2
1

2 σε (3.1b)
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식 (3.1)에서 iT 는 인터페이스 Traction으로 독립적인 변수가 아니라 변위 iu

의 종속변수이다. 인터페이스에서의 constraint는 변위가 같고 Traction의 합이 0

이라는 조건에 의해 다음과 같이 구해진다.

021

21

=+

=

TT

uu
  on iΓ (3.2)

전체 도메인에서 Total Potential Energy는 식 (3.1), (3.2)에 의해 다음과 같이 구

해진다.

그림 3 . Subdomain

)(1 uu =Γu

2
uΓ

)(1 TT =Γt

1Ω

2Ω

iΓ

1T

2T
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∫∫
ΓΓ

Γ++Γ−+Π+Π=Π
ii

dd 221221
21 )()( TTuu βα (3.3)

위의 식의 βα ,  는 Penalty function 계수이다. 식 (3.3)에 가상일을 취하면 다

음과 같다.

0})()({ 221221
21 =Γ++Γ−+Π+Π=Π ∫∫

ΓΓ ii

dd TTuu βαδδδδ (3.4)

여기서,

∫∫∫∫∫
ΓΓΓ

Γ−Γ−Γ−−=Π
1,1,1,11

1

iit

dnudnudTudVbudV j
h
ij

h
ij

h
ij

h
ii

h
i

V
i

h
i

V

h
ij

h
ij δσσδδδσδεδ

(3.5a)

∫∫∫∫∫
ΓΓΓ

Γ−Γ−Γ−−=Π
2,2,2,22

2

iit

dnudnudTudVbudV j
h
ij

h
ij

h
ij

h
ii

h
i

V
i

h
i

V

h
ij

h
ij δσσδδδσδεδ

(3.5b)

식 (3.4)로부터 최종적인 이산방정식은 다음과 같이 구해진다.



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(3.6)

∫∫∫
ΓΓ

−−=
1,1,1

11111111
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q
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T FXDBXDBFDBBK (3.7a)
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∫∫∫
ΓΓ

−−=
2,2,2

22222222

ii
q

dVdVdV TTTT

V

T FXDBXDBFDBBK (3.7b)

∫∫
ΓΓ

Γ+Γ=
ii

dd TTTT
1111111111 BDXXDBFFM (3.7c)

∫∫
ΓΓ

Γ+Γ−=
ii

dd TTTT
2221112112 BDXXDBFFM (3.7d)

T
1221 MM = (3.7e)

∫∫
ΓΓ

Γ+Γ=
ii

dd TTTT
2222222222 BDXXDBFFM (3.7f)

Γ−Γ−= ∫∫
ΓΓ

dd
q
u

q
u

TT

2,1,

21 NFNFG (3.7g)

∫ ∫
Γ

Γ+=
q q

tV

TT ddV
1 1,

11
1 tFbFf (3.7h)

∫∫
Γ

Γ+=
q
t

q

ddV T

V

T

2,2

22
2 tFbFf (3.7i)

Γ−Γ−= ∫∫
ΓΓ

dd
q
u

q
u

TT

2,1,

uNuNq (3.7j)

여기서,









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21

0
0

nn
nn

X

, 21, nn 는 인터페이스에서의 방향벡터성분

for 2D  (3.8a)
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21F for 2D  (3.8b)
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위의 식에서 매트릭스 2211 ,KK 는 식(3.4)중에서 21 , ΠΠ δδ 에 의해 발생되는

항이고 매트릭스 22211211 ,,, MMMM 는 식(3.4) 중에서 Constraint 항에 의해서

발생되는 항이다.

여기서 제안된 Penalty function을 이용한 Subdomain 기법은 Constraint를 적용

하기 위하여 추가의 자유도가 필요하지 않은 장점이 있다. 반면에 Constraint를

적용하는 과정중 하나의 도메인에서 다른 도메인의 정보가 필요한 단점이 있다.

따라서 이 방법은 CPU 1개를 써서 해석하는 경우에 유용하다고 볼 수 있다.

3.1.2 Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain 기법

하나의 도메인을 두개의 도메인으로 나눈 모습이 그림 4에 나타나 있다.

Subdomain 기법[22]을 이용하여 식을 전개한다. 나뉘어진 각각의 도메인에서

irreducible (displacement) form을 사용하고 두 도메인의 인터페이스에서는 독립적

으로 정의되는 Lagrange multiplier를 사용한다. 여기서 Lagrange multiplier는

traction을 의미한다. Domain 1Ω 에서 변위 1u 과 tractions tt λ=1 를 근사하는

formulation을 구한다.

가상일에 의한 식을 weak form으로 전개하면 다음과 같다.
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∫ ∫∫∫
Ω ΓΓΩ

=Γ−Ω−Γ−Ω
1 11

0d~ddd)( 111111

tI

TT
t

TT
tubu?uSuDSu δδδδ (3.9a)

Domain 2Ω 에서는 두개의 domain에서의 equilibrium을 만족하도록 인터페이스

traction을 t?t −=2  로 넣어주면 다음과 같다.

∫ ∫∫∫
Ω ΓΓΩ

=Γ−Ω−Γ−Ω
2 22

0d~ddd)( 222222

tI

TT
t

TT
tubu?uSuDSu δδδδ (3.9b)

두 도메인의 인터페이스에서 변위의 연속조건은 다음과 같이 weak form으로

정의된다.

그림 4 . Subdomain

2
uΓ

2Ω

iΓ

1T

2T

ion Γ=−= ?TT 21
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∫
Γ

Γ−
I

T
t d)( 12 uu?δ (3.9c)

식(3.9a)와 (3.9b)에서 변위경계조건은 변위함수 근사에 의해 자동적으로 만족

된다고 가정하였다. 하지만 EFG 법을 사용하는 경우에는 변위경계조건이 자동

으로 만족되지 않기 때문에 2.3장에서 설명하고 있는 Lagrange multiplier를 사용

해야한다.

최종적인 변분식은 다음과 같다

domain 1에서

∫ ∫∫∫
Ω ΓΓΩ

Γ−Ω−Γ−Ω
1 11

d~ddd)( 111111

tI

TT
t

TT
tubu?uSuDSu δδδδ

0)(
11

11 =Γ⋅−Γ−⋅− ∫∫
ΓΓ uu

dd TT ?uuu? δδ
(3.10a)

domain 2에서

∫ ∫∫∫
Ω ΓΓΩ

Γ−Ω−Γ−Ω
2 22

d~ddd)( 222222

tI

TT
t

TT
tubu?uSuDSu δδδδ

0)(
22

22 =Γ⋅−Γ−⋅− ∫∫
ΓΓ uu

dd TT ?uuu? δδ
(3.10b)
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인터페이스에서

∫
Γ

Γ−
I

T
t d)( 12 uu?δ (3.10c)

Lagrange multiplier는 다음과 같다.

ItIt sN ?x? )()( =       uΓ∈x (3.11a)

ItIt sN ?x? δδ )()( =    uΓ∈x (3.11b)

식 (3.11)에서 불연속적인 traction을 모사하기 위하여 형상함수 IN 도 불연속

이 되어야 한다. tλ 를 interpolation하기 위해서 인터페이스의 각 선요소마다

traction노드를 배치한다. 최종적인 이산방정식은 식(3.10), (3.11)으로 부터 다음

과 같이 구해진다.





















=









































q
O
f
f

?
?
u
u

G

G
OQQ

QKO
QOK

2

1

2

1

21

22

11

t
T

TT (3.12)

∫
Ω

Ω=
1

1111 dT BDBK (3.13a)
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∫
Γ

Γ−=
I

dT NFQ 11
(3.13b)

∫
Ω

Ω=
2

2222 dT BDBK (3.13c)

∫
Γ

Γ=
I

dT NFQ 22
(3.13d)

∫∫
ΩΓ

Ω+Γ=
11

111 dd TT

t

bFtFf (3.13e)

∫∫
ΩΓ

Ω+Γ=
22

222 dd TT

t

bFtFf (3.13f)

∫∫
ΓΓ

Γ−Γ−=
21

21

uu

dd TT NFNFG (3.13g)

Γ−Γ−= ∫∫
ΓΓ

dd
q
u

q
u

TT

2,1,

uNuNq (3.13h)

이 방법은 해석을 수행할 때 하나의 도메인에서 자기 도메인의 정보만을 필

요로 하는 장점이 있다. 단점은 구속조건을 위해 추가의 Lagrange multiplier를

사용하기 때문에 자유도가 늘어난다는 점이다. 따라서 이 방법은 여러 개의

CPU를 써서 해석을 수행할 경우에 유용하다고 할 수 있다.

3.1.3  Subdomain기법 타당성 검증 예제

앞에서 제안한 Penalty function을 이용한 Subdomain기법과 Lagrange multiplier

를 이용한 Subdomain기법의 타당성을 검증하기 위해 그림5와 같은 직사각형 판
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을 해석하였다. 7cm×16cm의 직사각형 판에 1.0 kN/cm2의 전단응력을 가하였다.

판은 강철로 생각하고 물성치는 탄성계수가 210×102 kN/cm2 이고 포아송비는

0.3로 가정하였다. 도메인1과 도메인2 에서 각각 255개의 절점과 224개의 적분

셀을 사용하였다.

그림 5. 전단응력을 받는 직사각형 판 (예제1)

1.0 kN/cm2

8 cm

7 cm
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Domain 2

X

Y
8 cm
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그림6을 보면 X방향으로의 변위가 한 개의 도메인을 사용하여 해석하였을
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그림 6.  X방향으로의 변위

그림 7.  인터페이스에서의 Traction
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때와 Penalty function을 이용한 Subdomain기법으로 해석하였을 때, 그리고

Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain기법으로 해석하였을 때의 3가지 경우 모

두 일치하는 것을 알 수 있다. 그림7에서는 인터페이스에서 트랙션 값을 비교

해 보았다. Lagrange multiplier방법은 정해와 거의 일치하는 Traction을 얻을 수

있었고 Penalty function방법에서는 조금 차이가 있긴 하지만 거의 일치하는

Traction을 얻을 수 있었다.

이 예제를 통해 두 Subdomain기법의 타당성, 해석의 정확성 등을 검증하였다.

3.2 병렬프로그래밍

병렬프로그래밍이란 수퍼컴퓨터나 리눅스 클러스터등의 시스템을 이용하여

두개 이상의 CPU가 서로간에 정보를 교환하면서 계산을 수행하도록 하는 프

로그래밍 방법이다. 해의 정도를 높이기 위하여 자유도를 많이 사용하는 경우

에는 계산시간이 오래 걸리는 문제점이 발생된다. 또한 큰 자유도로 인하여 컴

퓨터 메모리에 제한을 받게 된다. 이러한 문제점을 해결하기 위하여 앞에서 설

명한 Subdomain기법과 함께 병렬프로그래밍 방법을 사용한다. 제안된 두 가지

Subdomain기법 중 이 경우에는 Lagrange multiplier기법이 적용하기 편리하므로

이 기법을 사용한다.

3.2.1 Matrix Condensation
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병렬프로그래밍을 사용하여 해석을 수행할 때에는 각각의 CPU들이 각자 맡

은 도메인에서 stiffness matrix를 구성하게 된다. 이때 메모리의 절약과 계산시간

의 단축을 위하여 각각의 CPU에서 인터페이스 자유도부분에 해당하는 matrix를

matrix condensation에 의해 구해야한다. 그림 8 을 보면 해석대상의 절점 배치를

볼 수 있다. 하나의 도메인을 두개의 도메인으로 나누어서 CPU 2개를 사용하는

경우이다. 그림8에서 동그라미 안에 들어있는 절점들이 인터페이스 자유도이다.

인터페이스에 회색으로 추가적으로 배치되어 있는 절점들은 Lagrange multiplier

를 위한 traction 절점들이다. Traction 절점을 인터페이스에 있는 한 개의 선요소

당 한 개씩 배치했으므로 각 선요소에서 상수인 traction을 모사하게 된다. 이

동그라미 안에 들어 있는 인터페이스 자유도에 의한 식이 최종적인 방적식이

된다. 도메인1에서의 방정식은 다음과 같다.

식 (3.14)를 1
iU 에 대해 정리하면 다음과 같다.

1
1

111
11

1
1

111 )())(( PKKPUKKKK −− −=− iiiiiii (3.15)

도메인2에서의 방정식은 다음과 같다.
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







=
















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2

2
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iiiii

i
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(3.16)

 (3.16)를 2
iU 에 대해 정리하면 다음과 같다.

2
1

222
22

2
1

222 )())(( PKKPUKKKK −− −=− iiiiiii (3.17)

그림 8. 절점 배치
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식 (3.15)와 (3.17)를 하나의 식으로 합쳐서 최종방정식을 만들면 다음과 같

은 형태가 된다.

식 (3.18)을 풀면 인터페이스 자유도에 대한 해가 나오게 된다. 이것을 가지

고 각각의 CPU가 자기 도메인으로 돌아가서 나머지 자유도에 대한 해를 구하

게 된다. 도메인1과 도메인2에서의 나머지 자유도에 대한 방정식은 다음과 같

다.

)()( 1
11

1
111 iiUKPKU −= − (3.19)

)()( 2
22

1
222 ii UKPKU −= − (3.20)

3.2.2 해석수행방법

병렬프로그래밍과 Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain기법을 이용하여

(3.18)
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해석을 수행하는 방법은 그림9에서 보는 바와 같다. 하나의 도메인을 N개의

작은 도메인으로 나눈 경우이다. N개의 CPU들이 각각 하나의 도메인을 맡아서

stiffness matrix를 만들고 matrix condensation을 수행한다. 그런 이후에 인터

페이스 자유도에 대한 식을 CPU 1으로 모아서 인터페이스 자유도에 대한 해를

구하고 이것을 다시 N개의 CPU에 나누어 주어서 나머지 자유도에 대한 해를

구하고 해석을 끝마치게 된다. 이 과정 중에서 계산시간은 위의 3가지 step중

에서 첫번째 step인 stiffness matrix & matrix condensation 에서 대부분 차

지하게 된다. 그리고 자유도가 큰 문제의 경우에도 인터페이스 자유도는 작기

때문에 위의 그림에서 화살표로 표시된 데이터 전송에는 시간이 거의 걸리지

않게 된다.

그림 9. 해석수행방법

CP
CPU N

CPU 1

CPU N

CPU 2

CPU 1CPU 1

CPU 2

Stiffnes Matrix &
Matrix Condensation

Solving Final Matrix Solving in each domain
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3.2.3 병렬프로그래밍 예제

병렬프로그래밍의 효과를 검증해보기 위하여 그림 10과 같은 직사각형 판을

해석해 보았다. 10cm×60cm의 직사각형 판에 1.0 kN/cm2의 전단응력을 가하였

다. 판은 강철로 생각하고 물성치는 탄성계수가 210×102 kN/cm2 이고 포아송비

그림 10. 전단응력을 받는 직사각형 판 (예제 2)
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15 cm

10 cm
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는 0.3로 가정하였다. 전체 도메인을 4개의 도메인으로 나누고 4개의 CPU를 사

용하여 해석하였다. 각 도메인마다 절점은 101×151의 배치로 절점수는 15251개

이고 적분셀은 15000개이다. 한 도메인에서 자유도가 30502개이므로 총 자유도

는122008개로 약 12만개이다. 프로그램을 수행에 사용된 CPU는 Intel Xeon

2.4GHz이고 Linear equation solver로는 Positive Definite Symmetry Band Solver를 사

용하였다. 자유도를 한 도메인마다 약 3만개로 잡은 이유는 프로그램을 수행한

시스템에서 한 개의 CPU에서 메모리의 제한을 넘지 않으면서 계산 가능한 가

장 큰 자유도가 약 3만개이기 때문이다.

계산결과 총 계산 시간이 919초 걸렸다. 대부분의 계산시간은 stiffness matrix

그림 11  계산시간
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를 구성과 matrix condensation 과정에서 소모되는데 각 CPU당 계산시간은 그림

11에서 보는 바와 같다. 자유도가 커서 일반적인 방법으로는 계산이 불가능한

문제를 병렬프로그래밍과 Subdomain기법을 이용하여 빠른 시간 내에 해석할 수

있었다.
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Ⅳ. 피로 균열

피로하중을 받는 구조물에 초기 균열이 발생할 경우 구조물의 안전성과 잔존

수명을 계산하기 위해서는 정확한 균열 전판 예측식이 요구된다. 강 또는 강합

성 구조물의 피로 균열 문제는 선형탄성파괴역학(LEFM)에 기초하여 해석하려

는 노력이 이루어져 왔다. 피로 균열 성장 예측식은 균열의 진전 접선 방향과

진전 크기를 결정하는 것으로 균열 선단의 응력확대계수(Stress intensity factor)

[11]의 함수로 표현된다. 이 연구에서는 응력확대계수를 산정하는데 혼합모드

균열의 경우 비교적 쉽게 응력확대계수를 산정할 수 있는 J-integral 을 사용한

다.

이 장에서는 EFG법에서의 균열의 모형화에 대해 설명하고 그리고 응력확대

계수의 산정과 균열 성장에 대해 살펴본다. 그리고 앞장에서 설명한 Subdomain

기법을 이용하여 FEM과 EFG법을 Coupling하는 방법을 제안한다 다음으로 피

로 균열 성장 예제를 해석하여 효율성을 검증한다.

4.1 EFG법에서의 균열의 모형화

EFG법에서 적절히 배치된 절점들만을 이용하여 균열에 의한 불연속성과 특

이성을 표현하는 것은 매우 중요한 일이다. 특히 수치적인 기법을 이용하여 균

열의 위치를 인식시키고 처리하는 과정의 도입이 필요하며 균열 성장을 해석하
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기 위해서는 균열의 성장경로를 따라 생성되는 새로운 균열의 기하학적 형상을

묘사해 주어야 한다[4,7,9].

EFG법에서는 균열을 수치적으로 인식하기 위여 선분의 양쪽에 매우 가까운

거리로 복절점을 배치시킨다. 이 복절점들은 균열의 반대편에 서로 위치하고

있기 때문에 서로 간에 영향을 미치지 않아야 하며 영향영역도 균열의 불연속

성을 반영하여 결정되어야 한다.

 균열 전파에 있어서는 균열이 성장할 경우 새로운 선분이 기존의 균열 선단

에 추가되며 새롭게 구해진 균열선단에 절점을 추가시키고 기존의 균열 선단에

있던 절점을 균열면을 중심으로 서로 반대방향으로 나누어 2개의 절점으로 분

리시켜 배치한다.[7,10] 또 수치해의 정도를 향상시키기 위해서 그림 12에서와

그림 12. 균열의 모형화를 위한 절점배치와 균열 성장에 따른 복절점 배치

예
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같이 적절한 개수의 절점을 균열 선단 주변에 추가적으로 배치시켜서 자유도를

증가시키는 방법이 사용된다. 일반적으로 균열 선단 주변에 일정간격으로 점진

적인 절점군을 배치시킴으로써 쉽게 해의 정도를 향상시킬 수 있다. 타원 안의

그림은 균열 선상의 절점을 복절점으로 나누어 배치한 예이다.

영향영역은 어떠한 경계도 가로지를 수 없으며 균열문제와 같이 불연속성이

존재하는 문제에 있어서는 어느 기준점으로부터 취하는 영향영역이 불연속 경

계부분을 가로질러 가지 않도록 하기 위한 판별 조건식이 추가로 요구된다.

EFG 법에서 균열과 같은 불연속선이 있는 곳에서는 영향영역을 결정할 때, 그

림 13 과 같이 불연속면을 불투명한 면으로 생각하고 절점과 적분점 사이에 빛

이 지나가는 것으로 고려하는 Visibility criterion[3,5]이 주로 사용된다. 이 방법은

그림 13 의 J 절점과 같은 경우에 대해서는 잘 성립되어 변위장과 응력장이 적

절히 불연속하도록 해준다. 하지만 I 절점과 같이 균열 선단 근처의 점들에 대

해서는 A, B에서 형상함수 뿐 아니라 가중함수에서도 의도하지 않은 불연속이

생기게 된다. 이러한 단점은 해의 정도에 큰 영향을 미친다. 이를 보완하기 위

해서 빛의 회절 원리를 이용한 Diffraction method [3,5]를 사용하여 균열을 포함

하는 영향영역에서 EFG 형상함수가 연속성을 유지하도록 할 수 있다. 그림 14

와 같이 기준점과 균열 반대편에 위치하는 대상 절점 사이의 거리를 실제보다

서로 더 멀리 떨어져 있는 것으로 생각하여 절점 거리를 증가시켜 주어 균열

반대편에 위치하는 절점의 영향을 덜 받도록 조절하며 가중함수나 형상함수가
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 일치된 연속성을 유지할 수 있도록 한다. Diffraction method에서는 절점과

Sampling point 사이를 지나는 선이 균열을 지나가고 절점의 영향반경 내에 균

열 선단이 존재할 때 Id 를 다음과 같이 재정의 한다 .

)(
)(

)(
0

0

21 xd
xd

xdd
d I

λ








 +
= (4.1)

여기서, cId xx −=1 , cxd xx −=)(2 , Ixd xx −=)(0 이며 Ix 는 절점, x

그림 13. 균열 선단 부근에서의 Visibility criterion에 의한 영향영역

그림 14. 균열 선단 부근에서의 Diffraction method에 의한 영향영역

I

J I

crack

Domain of Influence
for node J

Domain of Influence
for node I

A

B
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는 Sampling point, cx 는 균열 선단(Crack tip)을 의미한다.

EFG법에서는 그림 13과 그림 14의 점선 안과 같이 균열면 위 아래로 복절점

을 배치하고 두 절점 사이의 거리를 산정하여 균열을 표현한다. 균열 위의 점

은 절점 I의 영향영역 안에 포함되므로 형상함수를 결정할 때 절점 I를 고려하

지만 균열 아래의 점은 절점 I의 영향영역 안에 포함되지 않으므로 형상함수를

결정할 때 절점 I를 고려하지 않는다. 따라서 균열을 따라 변위나 응력의 불연

속이 발생하게 된다.

4.2 응력확대계수의 산정

균열전파의 방향과 피로균열의 성장량을 결정하기 위해서는 응력확대계수를

구해야 한다. 이 연구에서는 응력확대계수를 산정하는데 혼합모드 균열의 경우

비교적 쉽게 응력확대계수를 산정할 수 있는 J-integral[12-14]을 사용한다.

EFG법은 균열면 경계에서 적분값을 정확히 얻기 어렵기 때문에 균열면상에

서 선적분이 필요없는 Interaction energy integral method을 사용한다. 이 때 적분

영역은 균열 선단에서 가까운 직선면만을 포함한다. 그리고 이를 Equivalent

Domain Integral[13,17,18,20]을 이용하여 선적분을 면적분으로 변환하여 계산한다.

J-integral 에서 J 는 다음과 같이 응력확대계수로 표현될 수 있다.

)( 2
II

2
I KKJ += α (4.2)
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








−
=

strain planefor    
1

stress planefor          
1

2

E
v

Eα (4.3)

여기서 E는 물질의 탄성계수, v는 포아송 비이다.

두개의 독립적인 평형상태에 대해서 생각해 보면 1과 2로 표현되는 두 가지

평형상태에서의 값을 중첩시켜 새로운 평형상태의 J 값을 구할 수 있다.

 )2,1()2()1()0( MJJJ ++= (4.4)

여기서,

∫
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)2(
)1()2,1()2,1( (4.5)

식 (4.2)의 관계를 이용하면 다음과 같다.

)][]([ 2)2(
II

)1(
II

2)2(
I

)1(
I

)0( KKKKJ +++= α (4.6)

이를 정리하면,

)(2 )2(
II

)1(
II

)2(
I

)1(
I

)2()1()0( KKKKJJJ +++= α (4.7)

식 (4.4)와 (4.7)로부터
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)(2 )2(
II

)1(
II

)2(
I

)1(
I

)2,1( KKKKM += α (4.8)

결국 식 (4.5)와 식 (4.8)의 식을 통해서 응력확대계수를 구할 수 있다. 즉, 식

(4.8)에 각각 0,1 )2(
II

)2(
I == KK 인 경우와 1,0 )2(

II
)2(

I == KK 인 상태의 응력분

포를 대입하여 실제 구하고자 하는 모드 1과 모드 2의 응력확대계수를 산정한

다. 이 때 식 (4.5)의 경계적분을 정확히 수행하기 어렵기 때문에 Equivalent

domain integral method를 사용하여 면적분으로 변환하면 다음과 같다.
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)1()2,1( )( δσσ (4.9)

4.3 균열 성장 방향 예측과 피로 균열 성장량 계산

균열 전파를 모형화하기 위해서는 균열의 성장 방향을 예측해야 한다. 균열

전파 방향을 예측하는 식으로 몇 가지가 제안되어 있다[15,16,19]. 이 중에서 가

장 많이 사용되는 식으로는 최소 변형에너지 밀도 기준식과 최대 주응력 방향

식을 들 수 있다. 이 두 가지의 기준에서는 균열은 기존의 균열 선단의 접면에

수직한 면을 따라 전파한다고 가정하며 전파 방향을 다음과 같은 식으로 결정

한다.

)0,
tan1

tan
,

tan1

1
),,(

22
cr

cr

cr

pp (
θ

θ

θ ++
== tbnvv (4.10)



44

여기서 pv 는 균열의 진행 방향이며 t는 균열 선단의 접면 방향 벡터, n은

법선 방향 벡터 그리고 b는 n과 t에 수직한 방향 벡터이다. 균열 전파각 crθ

는 각 전파 방향 예측 기준에 따라 결정된다. 최소 변형 에너지 밀도 기준에서

는 변형에너지 밀도를 최소화 하는 방향으로 전파각을 결정하며, 최대 주응력

방향 기준에서는 전파각을 균열 선단에서의 주응력 방향과 일치하도록 결정한

다. 이 연구에서는 최대주응력한계론 (Maximum principal stress criterion) [15]을 사

용하였다.

2차원에서의 균열 진전각은 다음과 같은 방법으로 계산할 수 있다. 균열 선

단 주변에서 응력은 다음과 같이 표현된다.
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최대 주응력 방향은 전단응력이 0이 되는 방향으로서 다음식을 이용하여 계

산할 수 있다.

0)1cos3(sin III =−+ crcr KK θθ (4.12)

여기서, crθ 은 균열 진전각이다.

3차원의 경우는 모드 I 과 모드 III의 응력확대계수를 조합하여 구한 등가응

력확대계수를 이용하여 구할 수 있다.[19]

 IIII KBKK eq += (4.13)

여기서, B는 실험적으로 구한 지수이다.

그림 15. 3차원에서의 균열 전파 벡터 형상

b

t n

pv

crθ

균열 선단선
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진전각 crθ 는 다음과 같은 식으로 구한다.
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crθ (4.14)

식 (4.14)에서 부호는 IIK 의 부호에 의해서 결정된다. IIK 가 음수인 경우는

(+)이고 IIK 가 양수인 경우는 (–)이다.

일정진폭의 주기하중에 대해 피로균열 성장비는 하중의 크기보다는 균열 선

단의 응력확대계수 범위의 영향을 더 많이 받는다. Paris는 이를 관찰하여 거시

적인 관점에서 파괴역학 파라미터의 함수들로 피로균열성장에 대한 경험적인

식을 제안하였는데 이는 다음과 같다[16].

mKC
dN
da

)(∆= (4.15)

여기서, a는 균열의 길이, N 은 피로하중 재하 횟수, K∆ ( minmax KK − )는 피

로하중에 대한 응력확대계수 범위인데 주로 등가응력확대계수를 사용한다. C

와 m은 재료와 관련된 상수이다. 2차원 문제에서는 Yan 등[21]이 다음과 같은

등가 응력확대계수를 제안하였다.

{ }crcr
cr KKK θθ
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sin3)cos1(

2
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IIIeq ∆−+∆⋅=∆ (4.16)
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3차원의 경우 Gerstle [19]가 제안한 등가 응력확대계수는 다음과 같다.

( ) 2
II

2
IIII

2 2KKBKK eq ++= (4.17)

 K∆ 가 균열 길이의 함수이므로 식 (4.15)는 비선형 방정식이 된다. 이 연구

에서는 일정한 피로하중 횟수에 따른 균열 진전량을 계산하기 위해서 다음과

같은 반복계산법을 사용하였다.
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 ∆+∆
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(4.18)

여기서, 밑 첨자 i는 균열 진전 횟수이고, 윗 첨자 j는 i번째 균열 진전을

위한 반복계산 횟수이다.

혼합모드의 2차원 피로균열 문제에서는 균열이 한쪽 방향으로 나아가기 보다

는 꺾이거나 곡선을 이루게 된다. 이때 균열을 유한한 크기의 접선 방향으로

진전시킬 경우 실제 균열 경로에서 벗어나게 되고 균열이 진전할수록 그 차이

는 커지게 된다. 따라서 균열 방향과 크기를 반복적으로 갱신해 주어야만 좀

더 정확히 균열 진전을 모사할 수 있다. 이 연구에서는 2차원 균열 문제에서

적용할 수 있는 균열 성장 곡선을 반복적으로 보정해 주는 모델링 기법[23]을

사용하였다.

4.4 Coupling of FEM and EFG법
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 유한요소법은 해석대상물을 유한개의 작은 요소들로 나누어 해석하는 과정

에서 요소와 절점들 간의 규칙성을 항상 만족시켜 주어야 한다. 이러한 제약성

은 특이현상이나 응력집중이 발생하는 문제, 기하학적 형상이 계속적으로 변화

하여 이에 따라 요소망을 연속적으로 재구성해야만 하는 공학문제 등에 있어서

유한요소법의 사용을 어렵게 만들고 있다. 반면에 EFG법은 균열문제 모델링이

용이하고 요소를 재구성 하는 번거러움이 없는 장점이 있기 때문에 피로 균열

문제에 많이 적용되고 있다. 하지만 EFG 법은 해석을 위해서 FEM보다 많은

자유도가 필요하고 영향영역내에 많은 절점들이 포함되기 때문에 계산시간이

오래 걸리는 단점이 있다. 이를 보완하기 위해서 3장에서 설명한 Subdomain기

법을 도입한다. 그림 16 에 보면 하나의 도메인이 2개로 나뉜 것을 볼 수 있다.

그림 16. Coupled FEM-EFGM

FEM domain

FEM & EFGM 절점

EFGM 절점

FEM 절점

EFGM domain traction 절점
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 위의 도메인은 FEM 도메인 이고 아래의 도메인은 EFG 법 도메인이다. 3.1.2

에서 설명한 Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain기법은 비단 EFG 법뿐만 아

니라 일반적인 수치해석기법에 대부분 적용할 수 있으므로 이 기법을 사용하여

균열을 포함하는 도메인은 EFG 법으로 나머지 도메인은 FEM으로 해석하면 효

율적으로 해석을 수행 할 수 있다.

4.5 피로 균열 성장 예제

이 예제는 인장을 받는 2차원 균열 문제로서 피로하중이 가해졌을 때 균열

성장을 예측하는 예제이다. 그림 17 은 가운데에 균열이 있는 강판의 기하형상

과 하중조건을 보여준다. 물성치는 탄성계수가 210×102 kN/cm2, 재료의 특성 C

와 m은 각각 0.32186×10–8 , 2.25이다[11]. 최소 하중 minσ = 0 kN/cm2 와 최대 하

중 maxσ = 5 kN/cm2 이 반복적으로 작용한다고 가정한다. 하중 재하 횟수

N∆ =1000에 대하여 균열 성장을 해석해 보았다. 균열 진전에 의해 강판이 파

괴될 때 까지 해석하여 N =581000 이 될 때까지 수행하였다. 균열 성장 곡선을

결정하기 위한 반복 계산 과정에서 성장길이의 상대오차가 0.1% 보다 작고, 균

열 성장각의 절대 오차가 0.00175 rad 보다 작으면 수렴한 것으로 판단하였다.
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그림 17. 전단응력을 받는 균열 (예제 3)

그림 18. 균열 선단 주변의 절점 배치 방법
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++ ×≤− ii θθ (4.19b)

4.4에서 설명한 Lagrange multiplier를 사용한 Subdomain기법을 이용한 Coupled

FEM-EFGM방법을 이용하여 해석을 수행하였다. 균열을 포함하는 도메인은

EFG 법으로 해석하고 나머지 도메인은 FEM으로 Bilinear 요소를 사용하여 해

석하였다. 기본적인 절점배치는 EFG법을 사용하는 도메인1과 도메인3에서는

각각 11 ×  23 의 배치로 253개를 사용하였고 FEM을 사용하는 도메인2에서는

11 ×  7 의 배치로 77개를 사용하였다. 균열 선단에서는 응력집중이 집중되므로

선단 부근에서 그림 18 에서와 같이 기본 정방 배치를 기준으로 요소망을 점진

적으로 분할하고 이에 따라 추가적인 절점들을 조밀하게 분포 시키는 방법[23]

으로 도메인2에 176개의 추가 절점을 배치하였다. 균열이 한 단계 성장할 때마

다 기본 정방 배치를 기준으로 균열 선단을 중심으로 계속적으로 요소망을 분

할하고 절점을 추가하는 방식을 선택하였다. 계산에 사용한 CPU는 Intel

Pentium 1.7GHz 이고 Linear equation solver로는 sparse solver를 사용하였다.

그림 19 를 보면 피로 하중에 의해 균열 선단의 X방향으로의 위치변화를 볼

수 있다. EFG 법만으로 계산한 결과와 동일한 결과를 확인했다. 그림 20 에 계
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산시간을 비교해 보았다. EFG법으로 계산했을 때 96993초로 약 27시간정도 걸

렸는데 Coupled FEM-EFGM으로 해석했을 때는 57935초로 약 16시간 걸렸다. 따

라서 균열 진전 문제의 계산시간을 크게 단축할 수 있음을 확인했다
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Ⅴ. 결론

이 논문에서는 EFG 법에 대해서 소개하고 정식화하였다. 그리고 EFG 법에서

의 두 가지 Subdomain기법을 제안하고 검증한 후 이 기법과 병렬프로그래밍을

이용하여 큰 자유도 문제를 해석하여 이 방법의 유용성을 검증하였다. 또

Subdomain기법을 이용한 Coupled FEM-EFGM 기법을 제안하여 균열 진전 문제

해석에 적용해서 계산시간의 이득을 확인할 수 있었다.

EFG 법은 요소의 개념이 없이 절점과 구조물의 기하학적 형태만으로 문제를

해석한다. 따라서 균열 문제 같은 특이성이 높은 문제에 적당하다. 하지만 특성

상 계산시간이 많이 걸리고 컴퓨터 메모리에 제한을 받는 단점이 있다. 이를

해결하기 위하여 EFG 법에서의 Subdomain기법과 병렬프로그래밍을 도입하였다.

Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain기법은 해석시에 한 도메인에서 다른 도

메인의 정보가 필요 없는 장점이 있고 Penalty function을 이용한 Subdomain기법

은 구속조건의 적용에 있어 추가의 자유도가 필요없는 장점이 있다. 두 가지

기법 중 문제에 따라 적절한 기법을 사용하게 된다. 제안된 Subdomain기법과

병렬프로그래밍을 이용하여 일반적인 방법으로는 해석 불가능한 자유도가 상당

히 큰 문제를 효율적으로 해석할 수 있었다.

피로 균열을 해석하기 위해 EFG 법에서의 균열의 모형화를 설명하고 J-

integral을 이용한 응력확대계수 산정을 알아보고 또 최대 주응력 한계론과 Paris
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Equation을 알아보았다. 다음으로 Lagrange multiplier를 이용한 Subdomain기법으

로 FEM과 EFG 법을 Coupling 하여서 피로 균열 성장을 해석을 수행하여 계산

시간상의 큰 이득을 얻을 수 있었다.

이 연구에서 제시한 Subdomain기법과 병렬프로그래밍 방법을 이용하면 자유

도가 아주 큰 문제나 균열 문제와 같이 국부적으로 높은 정확도를 얻어야 하는

공학문제를 효과적으로 해석할 수 있을 것으로 보인다. 또 많은 자유도를 필요

로 하는 3 차원 문제를 해석하는 경우에는 더욱 효율적으로 해석을 수행할 수

있을 것으로 사료된다.
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ABSTRACT

Element-Free Galerkin Method (EFGM) is used mainly for crack analysis. But to get

high accuracy of solutions, more degree-of-freedom (DOF) is needed. In this case more

analyzing time is needed and analysis is restricted by computer memory. This paper

presents subdomain techniques in EFGM. The method using Penalty function as a

constraint and the method using Lagrange multiplier as a constraint are presented and the

validities of these methods are demonstrated by a example.

To analyze high DOF problem, parallel processing is introduced with subdomain

techniques. A domain is divided into several domains and each divided domain is taken by

each CPU. In each CPU a stiffness matrix is constructed and matrix condensation is

performed respectively. Final equation, which only interface DOF is in, is constructed and

solved. The validity of this process is demonstrated by a example.

For the analysis of fatigue crack growth, the effects of the singularity of crack tip and

the discontinuity of crack are considered by numerical techniques. To avoid discontinuities

of the shape functions in crack tip fields, the dffraction method is used. J-integral is used to

evaluate stress intensity factor and maximum circumferential stress theory is used to

measure the direction of crack growth and Paris equation is used to measure the extension

of fatigue crack growth. For the analysis of fatigue crack growth, much analyzing time is

needed. To settle this problem, A coupled FEM-EFGM by a subdomain technique is

proposed and the validity of this method is demonstrated by a example.
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