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 초초초초  록록록록캔틸레버 공법으로 시공되는 사장교는 가설 중의 구조계가 완성계에 비하여 강성이 낮고 풍하중에 매우 취약하다. 이에 따라 교량 가설 중 바람에의한 진동을 저감하기 위한 내풍안정화 케이블이 도입되고 있다. 바람에의해 크게 흔들리는 교량의 거더는 안정화 케이블에 큰 지점운동을 가할수 있는 구조계의 특수성으로 말미암아 지점운동의 영향을 정확히 고려한동적해석이 반드시 필요하다. 이 논문은 지점운동을 받는 케이블의 동적거동을 정확히 해석하는데 초점을 두고 있으며, 내풍안정화 케이블의 해석에관한 선행연구로서의 목적을 가지고 있다.

    기존에 제안된 방법은 탄성현수선 요소로 해석된 초기평형상태의 해를초기값으로 사용하고, 동적 변위를 sine 함수를 사용하여 이산화하는 변위기반의 Rayleigh-Ritz 방법이다. 이 논문에서는 기존의 방법이 결과의 path

independency를 확보하지 못하며, 장력 분포의 추정이 부정확한 두 가지의문제점을 가지고 있음을 밝힌다.

    본 논문에서는 결과의 path independency를 확보하기 위하여 초기 평형상태의 케이블의 형상을 동적 변위와 같은 함수공간에서 정의하여
Rayleigh-Ritz 방법으로 해석할 것을 제안한다. 또한 공간상의 장력 분포를정확하게 추정하기 위하여 변위와 변형률을 각각 다른 함수 공간에서 가정하는 혼합 Rayleigh-Ritz 방법을 제안한다. 이를 위하여 케이블의 평형방정
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식과 변위-변형률 관계를 각각 weak form 적용하여 두 식을 혼합한다. 유도된 식에 Newmark-β 방법과 같은 수치적분법을 적용하여 시간영역해석한다.

    제안된 혼합 Rayleigh-Ritz 방법을 지점운동을 받는 케이블의 동적해석에 적용한다. 또한 이를 안정화 케이블이 설치된 가설 중 사장교를 간단히모델링한 스프링-질량 시스템의 동적해석에 적용한다. 결과의 검증을 위하여 이를 지점운동을 받는 케이블의 동적해석에 적용하여 변위를 100개의
sine 함수와 1차식으로 가정한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 해와 비교한다.

주요어주요어주요어주요어케이블, 지점운동, 비선형 해석, 초기평형상태, 혼합 Rayleigh-Ritz 방법,

weak form학번: 2008-21034
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1. 서론서론서론서론케이블 지지교량이 장대화, 세장화 되어가면서 지진 및 동적 풍하중의 영향이 중요한 화두로 떠오르고 있다. 특히 캔틸레버 공법으로 시공되는 사장교는 가설 중 구조계가 완성계에 비하여 풍하중에 매우 취약하다. 가설중 사장교에는 동적 풍하중에 의한 교량의 시소모양의 진동으로 인하여 주탑 하단부에 큰 모멘트가 발생할 수 있으며 경우에 따라 주거더에도 예상밖의 동적 효과가 발생할 수 있다[3]. 이러한 이유로 시공 중의 사장교의진동을 저감하기 위한 내풍 안정화 케이블의 도입이 증대되고 있으며, 내풍 안정화 케이블이 교량의 동적응답을 효과적으로 제어한다는 사실이 보고되었다. 그러나 사장교의 거더나 주탑의 운동에 의하여 안정화 케이블에가해지는 지점운동의 영향을 정확히 고려한 동적해석은 거의 이루어지지않고 있으며, 이는 상대적으로 큰 지점운동을 받을 수 있는 안정화 케이블의 특수성 때문에 중요하게 고려되어야 할 점이라 판단된다.

    Irvine[1], 안상섭[2] 등이 진행한 케이블의 자유진동 특성에 관한 연구나 Vortex shedding, galloping, 풍우진동 등 케이블에 진동을 발생시키는 여타주요한 외부요인에 관한 연구에 비하여 지점운동에 의한 케이블의 진동에관한 이론 및 실험적 연구가 많지 않은 실정이다. 안상섭 등은 지점운동에의한 combination resonance, parametric resonance 등 다양한 케이블의 공진 현상에 대하여 연구하였으나 정식화 과정에서 팽팽한 케이블, 미소 현방향
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변위, 정적 평형상태의 포물선 형상 케이블 등의 다양한 가정을 사용하였으며, 명확한 시간영역해석의 해를 제시하지 않고 있다[4].

    이 논문은 내풍 안정화 케이블의 동적해석 연구를 위하여 시작되었으며 연구의 목적은 지점운동을 받는 케이블의 정확한 동적거동의 해석을 위하여 정식화 과정에서 가능한 가정을 적게 도입하고 내풍 안정화 케이블과같은 큰 지점운동이 발생하는 경우에도 정확한 답을 낼 수 있는 시간영역해석 방법을 제안하는 것이다.

    이 논문은 기존에 제안되었던 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법
(displacement-based Rayleigh-Ritz method)을 지점운동을 받는 케이블의 해석에 적용하여 해석 결과가 탄성체 문제에서의 path independency를 확보하지못하며, 케이블의 공간상의 장력분포가 oscillation을 가지고 있음을 밝힌다.이 때 해석은 손쉬운 해의 정확성 검증과 이를 기반으로 한 개선 방안 마련의 목적으로 정적해석을 수행하였다. 결과의 path independency 확보를 위하여 초기평형상태의 케이블 형상과 동적 변위를 같은 함수 공간안에서 정의해야 하며 이를 위하여 초기 평형상태를 Rayleigh-Ritz 방법으로 해석할것을 제안한다. 또한 장력 분포의 oscillation을 제거하기 위하여 변위와 변형률을 각각 다른 함수공간에서 정의하는 혼합 Rayleigh-Ritz 방법(mixed

Rayleigh-Ritz method)를 제안한다. 혼합 Rayleigh-Ritz 방법의 정식화를 위하여 케이블의 평형방정식과 변위-변형률 관계를 weak form 적용하여 두 식을 혼합한다. 유도된 식에 시간 적분 방법인 Newmark-β 방법을 적용하여
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시간영역에서의 케이블의 동적 변위와 변형률을 구한다.

    제안된 방법을 적용하여 지점운동을 받는 케이블의 동적해석을 수행한다. 해의 정확성 검증을 위하여 변위를 100 개의 sine 함수와 1차식으로가정한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 해와 비교한다. 제안된 방법의 가설 중의 사장교와 안정화 케이블에의 동적해석 적용 가능성을 확인해 보기위하여 구조계를 스프링-질량 시스템으로 간단히 모델링하여 적용한다.
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2. 기존연구기존연구기존연구기존연구 분석분석분석분석 및및및및 문제점문제점문제점문제점 제기제기제기제기이 장에서는 정길제에 의해 연구되었던 지점운동을 받는 케이블의 동적해석을 위한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법을 설명한다. 자중 및 지점운동을받는 케이블의 동적해석을 위한 가상일의 원리를 유도하고 유도된 식의 선형화된 증분식을 제시한다. 케이블의 초기값을 탄성현수선 요소(ECC)를 사용하여 해석하고, 변위를 sine 함수로 가정하여 이산화하는 변위 기반의
Rayleigh-Ritz 방법으로 증분식을 이산화한다.

    유도된 증분형 운동 방정식을 이용하여 지점운동을 받는 케이블의 동적거동을 관성력을 고려하지 않고 해석한다. 해석 결과를 통하여 기존 방법 적용시의 문제점을 제기한다.

2.1 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법그림 2.1은 정적 평형상태에서 동적 변위가 발생한 케이블을 보이고 있다.동적 평형상태에서의 라그랑지 좌표 s에 대한 공간 위치는 다음과 같이표시할 수 있다.

)()()(

)()()(

sysysy

sxsxsx

ds

ds

+=

+=
(2.1)
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여기서 dd yxyx ,,, 는 각각 라그랑지 좌표 s에 대한 동적 평형상태에서의위치 및 정적 평형상태에 대한 동적 변위를 표시한다. 정적 평형상태에서의 케이블의 공간위치인 sx 와 sy 는 탄성현수선 요소를 이용하여 계산한정해이다. 동적 상태에서의 케이블 길이는 다음과 같다.

∫ +=+= 5.0225.022 ))()((  ,))()(()(
ds

dy

ds

dx

ds

dp
ds

ds

dy

ds

dx
sp (2.2)

Green 변형도의 정의에 의하여 동적상태에서의 총 변형도를 다음과 같이표시할 수 있다.

)1)'((
2

1
)1)'()'((

2

1 222 −=−+= pyxε (2.3)위식에서 ε 은 총변형도이고, 
ds

d ()
()'= 이다. 동적 상태에서의 변형 그래디

dx

sx

y~

x~

x

y

θ

그림 2.1 동적해석을 위한 전체 좌표계와 국부좌표계
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언트는 식 (2.3)에 의하여 'pG = 로 정의된다. 동적 변위에 의하여 발생한동적 Green 변형도는 다음과 같다.

))'()'((
2

1
''''))()'((

2

1 2222

dddsdsssd yxyyxxpp +++=−=−= εεε (2.4)동적 상태에서의 이차 P-K 장력은 식 (2.3)과 식 (2.4)를 Hooke의 법칙에적용하여 표시할 수 있다
dsss TTppp

EA
yx

EA
EAT

~~
)1)'()'()'((

2
)1)'()'((

2

~ 22222 +=−+−=−+== ε (2.5)동적 상태에서의 평형방정식은 다음과 같다.

0
0

1

∫ =−+
p

x dpxF
dp

dx
T ��ρ , 0

00

1 =−++ ∫∫
pp

y dpywdpF
dp

dy
T ��ρ (2.6)동적 상태에서의 Cauchy 장력은 TpT

~
'= 이고, w와 ρ는 가각 동적상태에서의 단위 길이 당 무게와 질량이다. 식 (2.6)을 p에 대하여 미분하여 표시하면 다음과 같다.

0)( =− x
dp

dx
T

dp

d
��ρ , 0)( =−+ yw

dp

dy
T

dp

d
��ρ (2.7)동적상태에서의 케이블의 단위 길이당 무게 및 질량은 질량보존의 법칙을이용하여 변형 전의 단위 길이 당 무게와 질량으로 표시할 수 있다.
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dp

ds
0ρρ = , 

dp

ds
ww 0= (2.8)

    정적 문제와는 달리 동적 문제에서는 해석적 해를 구할 수 없다. 동적문제의 수치적 해를 구하기 위하여 동적운동방정식에 가중잔차법을 적용한다. 식 (2.7)을 p에 대하여 미분하고, 미소 가상 동적 변위를 곱하여 적분하면 가중잔차식을 구할 수 있다.

0

))((

0

=+−−

=−

∫∫

∫
l

d

l

d

l

d

l

d

dp

dx
Txdp

dp

dx
T

dp

xd
dpxx

dpx
dp

dx
T

dp

d
x

δ
δ

ρδ

ρδ

��

��

0

))((

0

=++−−

=+−

∫ ∫∫

∫
l

d

l l

d
d

l

d

l

d

dp

dy
Tywdpydp

dp

dy
T

dp

yd
dpyy

dpwy
dp

dy
T

dp

d
y

δδ
δ

ρδ

ρδ

��

��

(2.9)

위식에서 l은 동적 평형상태에서 변형된 케이블의 길이이다. 경계 적분값은 해석에서 고려되지 않기 때문에 제외한다. 식 (2.8)을 식 (2.9)에 대입하여 적분 변수를 라그랑지 좌표 s에 대하여 표시하고, 두 식을 더하여 하나의 가중잔차식으로 구성하면 다음과 같다.
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L

d
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d

dswyds
ds
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ds

yd

ds
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ds

xd
Tdsyyxx

dswyds
ds

dy
T

ds

yd
dsyyds

ds

dx
T

ds

xd
dsxx

δ
δδ

δδρ

δ
δ

δρ
δ

δρ

����

����

(2.10)

정적 평형상태에서의 평형위치는 탄성현수선 요소를 이용하여 해석하여 구할 수 있다. 식 (2.4)에서 정의된 동적 변형도의 변분은 동적 변위에 대한변분을 취하여 구할 수 있다.

'''''''''''' dddddddsdsd yyxxyyxxyyxx δδδδδδδε +=+++= (2.11)식 (2.11)을 식 (2.10)에 대입하면 케이블의 동적 평형방적식에 대한 최종적인 가중잔차식을 구할 수 있다.

0
~

)(

000

00 =−++ ∫∫∫
L

d

L

d

L

dd dswydsTdsyyxx δδεδδρ ����
(2.12)식 (2.12)는 Total Lagrangian description에 의하여 표시된 케이블의 동적운동에 대한 가상일 원리를 표시하고 있으며, 관성력에 의한 동적 가상일, 내적가상일 그리고 외적 가상일의 합이 영이 된다는 것을 의미한다.

    시간영역에서의 해는 어떤 시간에서의 비선형 운동방정식 (2.12)를 선형화한 증분식을 반복적으로 풀어 구할 수 있다. 어떤 시간 tt ∆+ 에서 식
(2.12)는 다음과 같이 표현된다.
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0
~

)(

000

00 =−++ ∫∫∫
∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆+

L

tt

d

L

tt

d

tt

L

tttt

d

tttt

d dswydsTdsyyxx δδεδδρ ����
(2.13)식 (2.13)를 풀기 위하여 이전 시간 단계 t에서의 모든 변수는 기지의 값으로 가정한다. 식 (2.13)의 선형화된 증분식을 유도하기 위하여 시간

tt ∆+ 에서의 케이블의 위치를 증분식으로 표시한다.

xxxxx
tt

i

tt

i ∆+=∆+= ∆+

−

∆+

1 , yyyyy
tt

i

tt

i ∆+=∆+= ∆+
−

∆+
1 (2.14)식 (2.14)에서 i는 시간 tt ∆+ 에서의 동적 평형상태를 계산하기 위한 반복계산 단계를 의미하고, 

tt

i

∆+
−= 1) () ( 로 정의하며 전 단계에서 구한 변수 값을지칭한다. 시간 tt ∆+ 에서 케이블의 위치의 초기값인 

tt
x

∆+
0 와 

tt
y

∆+
0 는 이때의 지점운동량을 반영하면 다음과 같이 표현된다.

tt

g

ttt
uxx

∆+∆+ ∆+=0 , 
tt

g

ttt
vyy

∆+∆+ ∆+=0 (2.15)

tt

gu
∆+∆ 와 

tt

gv
∆+∆ 는 각각 케이블이 시간 tt ∆+ 에서 받는 x방향과 y방향의지점이동량의 증가량에 의하여 발생한 x방향과 y방향의 케이블의 변위의증가량이다. 식 (2.14)을 식 (2.5)에 대입하고 일차 증분항만 포함시켜 이차

P-K 장력의 선형화된 증분식을 유도할 수 있다.
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+
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=

2

∆+

(2.16)

식 (2.14) 및 식 (2.16)을 식 (2.13)에 대입하고 이차 이상의 고차 증분항을무시하면 선형화된 증분식을 유도할 수 있다.
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(2.17)

식 (2.17)을 행렬식 형식으로 표시하면 다음과 같다.
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    식 (2.18)을 이산화하기 위하여 Rayleigh-Ritz 방법을 사용한다. 지점운
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동을 받는 케이블의 동적변위는 현 방향과 현 수직방향에 대하여 다음과같이 가정한다.
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(2.19)

여기서 dx~ , dy~  그리고 nb 는 각각 현 방향과 현 수직방향 변위와 기저함수의 개수이다. 식 (2.19)에서 사용된 기저함수들 중 1번에서 nb-2번 기저함수인 사인함수는 케이블의 양단에서의 값이 0이다. 일차함수 중 nb-1 번기저함수는 0=s 에서의 값이 1이고 0Ls = 에서의 값이 0이다. 가장 마지막 기저함수인 nb 번 함수는 0=s 에서의 값이 0이고, 0Ls = 에서의 값이 1이다. 즉 nb-1 번 기저함수의 계수인 1, −nbxA , 1, −nbyA 은 각각 0=s 에서의 현방향 및 현 수직방향의 지점운동량이고, nb 번 기저함수의 계수인 nbxA , ,

nbyA , 는 각각 0Ls = 에서의 현 방향 및 현 수직방향의 지점운동량이다.

    15쪽의 그림 2.2는 각 지점에 크기가 1gu , 2gu 인 x방향의 지점운동을받는 수평 케이블을 도시하고 있다. 그리고 그림 2.3은 그림 2.2의 수평케이블의 수평변위를 식 (2.19)의 nb-1 번, nb 번의 일차함수 및 사인함수의
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순서로 나누어 표현하고 있다. 케이블이 받고 있는 지점운동량 1gu 과 2gu는 각각 일차함수의 계수인 1, −nbxA 과 nbxA , 와 같다. 지점운동을 포함하고있는 일차함수와 양단에서의 크기가 0인 사인함수가 선형조합되어 수평변위를 나타낸다.

    식 (2.19)에서 정의된 동적 변위를 식 (1.18)에 대입하기 위하여 행렬식형식으로 표시한다.
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(2.20)

위식에서 N
~

 및 A는 각각 기저함수 행렬과 계수 벡터이다. 현 방향 및현 수직방향의 동적 변위는 2차원 변환행렬을 이용하여 전체 좌표계에서의 x-방향 및 y-방향 변위로 표시할 수 있다.

NAANR ==














 −
=







 ~
~

~

cosθ   sinθ

θsinθcos

d

d

d

d

y

x

y

x
(2.21)식 (2.19)을 식 (2.18)에 적용하여 이산화된 증분형 동적 운동 방정식을 구할 수 있다.
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(2.23)위에서 사용된 기호는 다음과 같다.
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식 (2.23)의 각 행렬과 벡터는 지점과 관련된 부분과 그 이외의 부분으로나누어 표현할 수 있다.
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여기서 fA 와 sA 는 각각 다음과 같다.
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nbnbs AAA 1−=
(2.26)
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케이블이 지점운동을 받을 시, 지점운동량은 기지의 값이므로 sA��∆ , sA∆그리고 sAδ 는 영이다. 이를 반영하여 식 (2.25)를 정리하면 다음과 같다.

)()(

)()(

00

, sfsfffsfsffffw

T

f

ffffff

T

f K

AKAKAMAMfA

AAMA

−−−−

=∆+∆

����

��

δ

δ
(2.27)식 (2.27)은 모든 

T

f )( Aδ 에 대하여 만족하여야 하므로, 다음과 같이 정리하여 최종적인 증분형 운동 방정식을 얻을 수 있다.

fAKAKAMAMfAAM ∆=−−−−=∆+∆ sfsfffsfsffffwffffff K
00

,
������

(2.28)식 (2.28)에 대한 시간 적분을 위하여 Newmark-β과 같은 수치적분법을 사용할 수 있다. 각 시간 단계에서 해가 수렴할 때까지 식 (2.28)을 반복적으로 적용하여 각 시간 단계에서의 위치의 변화량을 계산한다.
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xd그림 2.2 지점운동을 받는 수평 케이블
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ug1

+

ug2

+

=

ug1

ug2

그림 2.3 선형조합으로 표현되는 케이블의 수평 변위
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2.2 정적해석 적용 및 문제점 제기이 절에서는 지점운동을 받는 케이블에 대한 식 (2.28)의 정확성을 검증하기 위하여 해석 예제에 식 (2.28)을 적용한다. 해석은 관성력을 고려하지않고 수행되었다. 관성력을 고려하지 않고 해석한 결과는 지점운동이 케이블에 오랜 시간에 걸쳐 매우 천천히 가하여져 케이블에 동적효과를 발생시키지 않는 경우와 같은 결과를 낼 것이다. 그리고 이 경우의 정해는 탄성현수선 요소를 사용하여 정적해석을 수행하여 얻을 수 있다. 관성력을 고려하지 않고 정적해석할 때의 장점은 다음과 같다. 첫째, 정해를 알 수 있으므로 해석의 정확도를 간단히 확인할 수 있다. 둘째, 이를 기반으로 동적해석에 적용할 수 있는 개선사항을 마련할 수 있다.

    해석에 사용된 예제는 그림 2.2와 같은 수평 케이블이다. L은 케이블이 지점운동을 받기 이전의 지점간 거리이다. 해석은 모두 세 가지 경우에대하여 수행되었다. 표 2.2에 제시된 바와 같이 케이블에 지점운동이 가해지기 이전의 지점간 거리는 경우에 따라 다르지만 케이블이 지점운동을 모
gu

sag

초기 지점간 거리 L

그림 2.4 정적해석을 위한 예제 케이블의 형상
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두 받은 후의 지점간 거리는 모두 같다. 따라서 지점운동 발생 후의 해석결과는 세 경우 모두 지점간 거리가 99.4 m인 케이블을 탄성현수선 요소를 사용하여 얻은 해석결과와 동일해야 한다.

    케이블의 동적변위는 현 방향과 현 수직방향으로 각각 20개의 사인함수와 1차식으로 가정되었다. 시간간격은 1/100초를 사용하였고, 각 시간단계에서 반복계산에 의한 수렴 기준은 다음과 같다.

810−

∆+

∆+

≤
∆

=
tt

tt

k

u

u
ε (2.27)

tt ∆+
u 는 tt ∆+ 시간 단계에서 계산된 총 변위이고, 

tt

k

∆+∆u 는 k 번째 반복계산으로부터 구한 변위이다.

    지점운동이 모두 가해진 후의 라그랑지 좌표계에서의 케이블의 x 방향및 y 방향의 위치를 그림 2.3과 그림 2.4에 도시하였다. 케이블의 위치는세가지 경우 모두 탄성현수선 요소를 사용하여 계산한 정해와 동일한 값을

표 2.1 정적해석 예제로 사용된 케이블의 물성치종류 단위길이당 자중 탄성 계수 단면적 무응력 길이크기 439.39 N / m 200 Gpa 53.5 cm2 99.7 m표 2.2 경우에 따른 지점간 거리와 새그비경우 지점운동 전지점간 거리 (m)

지점운동 후지점간 거리 (m)

초기 새그비 최종 새그비경우 1 100.0 99.4 1/590 1/30경우 2 99.8 99.4 1/210 1/30경우 3 99.6 99.4 1/50 1/30
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보이고 있다. 정적해석을 수행할 경우 케이블의 초기 평형상태에서의 새그비가 1/590인 팽팽한 케이블 부터 1/50인 느슨한 케이블까지 케이블의 형상은 모두 정해와 일치함을 확인하였다.

    그림 2.5는 지점운동이 모두 가해진 후의 라그랑지 좌표 s에 대한 케이블의 장력을 도시한 그래프이다. 그림 2.6은 이를 지점 부근에서 확대한그래프이다. 표 2.3은 각 경우별 최대 오차를 나타내고 있다. 케이블의 장력의 공간상의 분포는 탄성현수선 요소를 적용하여 해석한 정해와 최대
53.1 %로 많은 차이를 보이며 oscillation을 가진다. 그리고 세 경우의 해석결과가 각각 다른 결과를 냄으로써 탄성체 문제에서의 path independency를만족하지 못함을 보이고 있다.

    제 3장과 4장에서는 장력 분포의 oscillation과 결과의 path indpendency의 미확보 문제를 해결하기 위한 방안을 제시한다.표 2.3 경우에 따른 장력의 최대 오차경우 지점운동 전지점간 거리 (m)

지점운동 후지점간 거리 (m)
초기 새그비 최대 오차

(%)경우 1 100.0 99.4 1/590 14.4경우 2 99.8 99.4 1/210 30.0경우 3 99.6 99.4 1/50 53.1
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그림 2.5 라그랑지 좌표 s에 대한 케이블의 x 방향 위치0.0
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3. 초기평형상태의초기평형상태의초기평형상태의초기평형상태의 Rayleigh-Ritz 해석해석해석해석앞서 2.2절에서 케이블이 지점운동을 받을 경우, 기존에 제안되었던 식
(2.27)을 적용하여 해석하면 결과의 path independency의 미확보와 장력의부정확함이라는 두 가지 문제점이 발생됨을 밝혔다. 이 장에서는 path

independency를 확보하기 위하여 Rayleigh-Ritz 방법을 이용한 초기평형상태해석을 제안한다
3.1 Rayleigh-Ritz 방법을 이용한 초기평형상태 해석이산화된 케이블의 동적운동에 대한 가상일의 원리는 다음과 같다.
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2.2절에서 정해와의 손쉬운 비교와 개선사항의 마련의 목적으로 해석 시관성력을 고려하지 않았다. 식 (3.1)에서 관성항을 제거하면 다음의 식이나온다.
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    식 (3.2)의 둘째 항은 케이블의 자중과 무응력 길이가 같으면 초기평형상태의 지점 간 거리에 관계없이 항상 일정한 값을 가지므로 첫째 항 역시항상 일정한 값을 가져야 한다.

cfxB ==′∫ w

L

T
dsT

0

~
(3.3)앞서 2장 2절의 예제에서 초기 지점간 거리가 서로 다른 세가지 경우의케이블에 대하여 최종 지점간 거리가 모두 같도록 지점운동을 수행하였다.해석을 통하여 각 경우 간 서로 일치하는 'x 을 얻을 수 없다면 식 (3.3)을만족시키기 위한 서로 다른 'x 값이 계산되어야 한다.

    이산화된 케이블의 위치를 무응력좌표 s에 대하여 미분하면 다음과같다.

uusss ABABuxx +=′+′=′ (3.4)식 (3.4)의 sx 는 초기평형상태에서의 케이블의 위치벡터를 나타내고, u는식 (3.2)를 만족시키기 위해 초기평형상태에 추가로 발생한 변위벡터를 나타낸다. sB 와 uB 는 각각 sx 와 u의 기저함수 행렬을 라그랑지 좌표 s 대하여 미분한 것이고, sA 와 uA 는 진폭 벡터이다. 케이블의 초기형상과 변위의 함수공간이 일치한다면 sB 와 uB 가 동일하고 초기 지점간 거리가 서로 다르더라도 세 경우의 x′값이 일치하게 하는 u′가 존재한다. 반면 케이
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블의 초기형상과 변위의 함수공간이 다르면 sB 와 uB 가 동일하지 않고,경우별로 식 (3.2)를 만족시키기 위한 서로 다른 x′값이 계산될 것이다.

    한편, 케이블의 변위-변형률 관계는 아래와 같다.

)1)()((
2

1 22 −′+′= yxε (3.5)케이블의 위치 x , y에 오차가 발생하였다면 이를 정해와 오차의 합으로나타낼 수 있다.

xxx e += , yyy e += (3.6)

ex 와 ey 는 각각 전체 좌표계에서의 케이블의 수평위치와 수직위치의 정해이고, x 와 y는 각각의 오차이다. 식 (3.6)을 식 (3.5)에 대입하여 변형률의오차를 얻을 수 있다.

yyxxyx ee
′′+′′+′+′= 22)()((

2

1 22ε ) (3.7)그림 3.1은 2장 2절의 예제 케이블의 해석 결과 중 'x 에 오차가 라그랑지 좌표 s 전체에 걸쳐 0.1 % 만큼 발생하였을 때 변형률에 발생하는 오차를 도시한 그림이다. 'x 에 0.1%의 오차가 발생하여도 변형률에는 전체적으로 약 670 %의 오차가 남을 확인할 수 있다. 다시 말해 변형률은 변위의오차에 매우 민감하게 반응한다.
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    이러한 이유로 식 (3.4)의 sB 와 uB 가 동일하지 않을 경우 식 (3.2)를만족시키기 위해 계산된 세 경우의 x′가 조금만 달라져도 장력의 차이는매우 뚜렷할 것이다. 초기 지점간 거리가 다르더라도 같은 결과를 내기 위해서는 케이블의 초기위치 sx 가 추가변위 u와 같은 함수공간에서 가정되어야 한다. 따라서 케이블의 초기위치 sx 를 동적변위 u와 같은 함수공간내에서 가정하여 Rayleigh-Ritz 방법으로 해석해야 한다.
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3.2 정적해석 적용이 절에서는 케이블의 초기 평형상태의 형상과 변위를 같은 함수공간에서정의하여 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법으로 2장 2절의 예제 케이블을정적해석하였다. 가정에 사용된 sine 함수의 개수는 총 20개이다. 그림 3.2는 라그랑지 좌표 s에 대한 장력을 도시하고 있다. 세 경우의 장력이 동일한 값을 가지고 있으며, 지점 부근에서의 장력 곡선의 oscillation이 완화된것을 확인할 수 있었다. 그림 3.3은 결과의 path independency의 확보 여부를 자세히 살펴보기 위하여 그림 3.2의 장력 그래프를 라그랑지 좌표 0 ~

10 m 구간에 대하여 확대한 그림이다. 장력 결과가 path independency를 완벽히 확보하고 있음을 알 수 있다.

    탄성현수선 요소를 사용하여 얻은 정해와 해석 결과 간의 최대 오차는
4 % 가량으로 합리적인 결과로 판단된다. 그러나 이는 정적해석의 결과일뿐이며 동적해석에서는 초기 평형상태를 변위 기반의 Rayleigh-Ritz로 해석하여 적용하여도 장력의 추정이 정확하지 않으며 장력 곡선의 oscillation이크게 나타난다(그림 5.4). 동적해석 예제는 5장에서 집중적으로 다룰것이다.
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4. 혼합혼합혼합혼합 Rayleigh-Ritz 방법방법방법방법

2.1절에서 케이블의 변위와 변형률이 식 (2.3)의 관계를 가짐을 설명하였다.또한 장력과 변형률의 관계는 Hooke의 법칙을 따른다. 따라서 케이블의변위와 장력은 다음과 같은 관계를 가짐을 밝혔다.

)1)'()'((
2

~ 22 −+== yx
EA

EAT ε (4.1)

2.1절에서 제시되어 있는 방법은 변위-변형률 관계를 strong form으로 적용하여 동적변위만을 미지수로 가지는 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법이었다.

    2.2절에서 20개의 기저함수를 사용한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법이 케이블의 형상을 완벽하게 만족시킴을 확인하였다. 그러나 케이블의 장력은 변위의 변화에 상당히 민감하게 반응하기 때문에 적은 수의 기저함수를 사용하면 장력 추정이 정확하지 않고, 곡선이 oscillation을 가짐 을 확인하였다. 계산량이 많아 장시간의 해석을 요하는 케이블의 동적해석에서기저함수의 개수를 몇 배로 늘리는 것은 큰 시간상의 비효율성을 초래한다.이러한 이유로 변형률이 식 (4.1)을 완벽하게 만족시키지 못하는 대신 적은양의 기저함수로도 변형률의 공간상의 분포를 잘 만족할 수 있는 변형률의기저함수를 독립적으로 설정하여 적용시키는 혼합 Rayleigh-Ritz 방법을 제안한다.
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4.1 혼합 Rayleigh-Ritz 방법의 정식화표 4.1은 케이블의 동적거동을 지배하는 방정식과 경계조건을 나타내고 있다.

2.1 절에서 설명한 바와 같이 동적 문제에서는 해석적 해를 구할 수 없으므로 수치적 해를 구하고자 평형방정식을 weak form 적용하는 가중잔차법을 사용하였다. 이 장에서 제안하고자 하는 혼합 Rayleigh-Ritz 방법에서는변형률을 변위와 독립적인 기저함수를 사용하여 가정하므로 평형방정식과더불어 변위-변형률 관계 또한 weak form으로 적용한다.

   2.1절에서 평형방정식에 가중잔차법을 적용하여 케이블의 동적운동에대한 가상일의 원리를 얻었다.

0)()(

000

00 =−′′+′′++ ∫∫∫
L

d

L

dd

L

dd dswydsyyxxEAdsyyxx δδδεδδρ ����
(4.2)

표 4.1 지배방정식과 경계조건명칭 방정식 및 경계조건 비고평형방정식 0
0

1 =−+ ∫
p

x dpxF
dp

dx
T ��ρ

0
00

1 =−++ ∫∫
pp

y dpxwdpF
dp

dy
T ��ρ

Weak form 적용
Hooke의 법칙 εEAT =

~변위-변형률 관계 )1)()((
2

1 22 −′+′= yxε Weak form 적용변위 경계조건 0uu =−  on S
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시간영역에서의 해를 구하려면 어떤 시간 tt ∆+ 에서의 비선형 운동방정식
(4.2)의 선형화한 증분식을 우선적으로 얻어야한다. 식 (4.2)의 두 번째 항에 포함된 케이블의 변형률 ε 은 식 (2.3)의 변위-변형률 관계를 정확히 만족시키지 못하므로, strong form으로 적용시킬 수 없다. 따라서 2.1절에 제시된 바와는 다른 형태의 선형화된 증분식이 얻어진다.

    선형화된 증분식을 구하기 위하여 나타낸 어떤 시간 tt ∆+ 에서의 식
(4.2)은 다음과 같다.
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dsyyxx

δ
δδ
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δδρ ����

(4.3)

식 (4.3)을 풀기 위하여 이전 시간 단계 t에서의 모든 변수는 기지의 값으로 가정한다. 또한 시간 tt ∆+ 에서 케이블이 받는 지점운동의 방향과 크기또한 기지의 값이다. 식 (4.3)의 선형화된 증분식을 유도하기 위하여 시간
tt ∆+ 에서의 케이블의 위치와 변형률을 증분식으로 표시한다.

xxxxx
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i

tt

i ∆+=∆+= ∆+
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∆+
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i
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i ∆+=∆+= ∆+

−

∆+

1

εεεεε ∆+=∆+= ∆+

−

∆+ tt

i

tt

i 1

(4.4)

    식 (4.4)를 식 (4.2)에 대입하고 이차 이상의 고차 증분항을 무시하면선형화된 증분식을 유도할 수 있다.
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(4.5)

식 (4.5)의 선형화된 증분식에서 기지의 항을 등호 오른쪽으로 이항하여 정리하면 최종적인 증분형 운동방정식을 구할 수 있다.
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(4.6)

식 (4.6)을 식 (2.18)과 유사한 행렬식 형식으로 표시하면 다음과 같다.
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식 (4.7)을 이산화하기 위하여 Rayleigh-Ritz 방법을 사용한다. 케이블의 공간위치와 변형률은 각각 정적 위치와 동적 변위, 정적 변형률과 동적 변형률의 합으로 표현된다.
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(4.8)

여기서 xx , sy , sε 는 path independency를 확보하기 위하여 동적변위와 같은 함수공간을 가지도록 혼합 Rayleigh-Ritz 방법으로 해석한 값이다. 케이블의 위치와 변형률을 각각 현 방향과 현 수직방향에 대하여 아래와 같이가정한다.
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케이블의 위치는 기존의 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법과 동일한 기저함수를 사용하여 가정하였다. 변형률 또한 지점에서 영이 아닌 값을 가지므로 사인함수 뒤에 일차식을 추가하였다. 케이블이 받는 지점운동량을 알고있으므로 케이블의 동적 변위의 기저함수 중 일차식의 계수인 1, −nbxA ,

nbxA , , 1, −nbyA  그리고 nbyA , 는 기지의 값이다. 반면, 지점에서의 케이블의변형률은 알 수 없으므로 변형률의 기저함수의 계수는 모두 미지수이다.

    식 (4.9)을 식 (4.7)에 대입하여 정리하면 이산화된 증분형 동적운동 방정식을 구할 수 있다.
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(4.10)

xN 와 εN 은 각각 케이블의 변위와 변형률의 기저함수 행렬이고, xB 와
εB 는 각각의 기저함수 행렬을 무응력 상태에서의 라그랑지 좌표 s에 대
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하여 미분한 것이다.

    식 (4.10)를 간단히 정리하면 아래와 같다.

0])[( =−∆+∆++∆+ w

T

xxxxxxx fAQAKAKAMAMA εδ ���� (4.11)위식에서 사용된 M , xK , Q , wf 는 아래와 같다.
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앞서 2.1절에서 설명한 바와 같이 지점운동을 받는 케이블의 경우 케이블의 지점에서의 변위를 알고 있으므로, 식 (4.11)를 지점부분과 그 외의 부분으로 나누어 표현할 수 있다. 단, 변형률의 진폭은 모두 미지수이므로 나누어 표현하지 않는다.
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케이블의 지점운동량은 기지의 값이므로 sx,A��∆ , sx,A∆  그리고 sx,Aδ 는 영이다. 따라서 식 (4.13)은 모든 fx,Aδ 에 대하여 만족되어야 하므로 아래와같이 정리할 수 있다.

sxfsfxffxsxfsfxfffw

T

ffxffxfxff

,,,,,,

,,,

AKAKAMAMf

AQAKAM

−−−−

=∆+∆+∆

����

��
ε

(4.14)

 식 (2.28)과 비교하여 식 (4.14)의 방정식의 개수는 같으나 미지수의 개수가 변형률의 기저함수의 개수만큼 증가하였다. 따라서 미지수가 식의 개수보다 많아지게 되어 유일한 해를 구할 수 없다. 추가의 식은 변위-변형률관계에 가중잔차법을 적용하여 얻어낼 수 있다.
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dsyxEA εδε (4.15)시간영역해석을 위하여 식 (4.15)를 시간 tt ∆+ 에 대하여 표현한다.
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EA

tttt
tttt εδε (4.16)식 (4.4)를 식 (4.16)에 대입하고 고차항을 무시하여 선형화된 증분식을 얻을 수 있다.
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식 (4.9)를 식 (4.17)에 대입하여 이산화한다.
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식 (4.18)를 간단히 정리하면 다음과 같다.

0])()([)( =−∆−∆ εεεεδ fAKAQA x

T
(4.19)식 (4.19)에 사용된 εK 과 εf 는 아래와 같다.
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(4.20)

식 (4.19)을 지점 부분과 지점 이외의 부분으로 나누어 표현할 수 있다.
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(4.21)변형률의 모든 진폭은 미지수이므로 진폭의 변분형인 εδA 의 모든 요소는영이 아니다. 따라서 식 (4.19)의 모든 

T)( εδA 에 대하여 아래의 식이 성립되어야 한다.

εεε fAKAQ =∆−∆ )()( , fxf (4.22)

    케이블의 평형방정식과 변위-변형률 관계를 weak form으로 반영하여식 (4.14)과 식 (4.22)의 두개의 식을 얻었다. 두 식을 모아 하나의 행렬식으로 표현할 수 있다.
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(4.23)위식의 xf 는 아래와 같다.

sxfsfxffxsxfsfxfffwx ,,,,,, AKAKAMAMff −−−−= ����
(4.24)식 (4.23)의 모든 행렬은 대칭행렬이 됨을 확인할 수 있다. 식을 간단히 정리하기 위하여 식의 아랫부분, 즉 식 (4.22)의 fx,A∆ 를 제외한 모든 항을우변으로 넘겨 식 (4.14)에 대입한다.
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εεε fAQKA −∆=∆ −
fx (4.25)구하여진 증분형 진폭 벡터 fx,A∆ 와 εA∆ 의 관계식 (4.25)를 식 (4.13)에대입하여 정리한다.
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ffxffxfxff
�� (4.26)위식을 간단히 정리하여 최종적인 증분형 운동방정식을 얻을 수 있다.

fAKAM ∆=∆+∆ fxfffxff ,,
�� (4.27)식 (4.27)에서 사용된 ffK 와 f∆ 는 아래와 같다.
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    Newmark-β과 같은 수치적분법을 이용하여 각 단계별로 식 (4.27)의
fx,A��∆ 와 fx,A∆ 를 구하고, 이를 식 (4.25)에 대입하여 εA∆ 구한다. 해가 수렴할 때 까지 식 (4.27)를 반복적으로 적용하여 시간영역해석을 수행한다.
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4.2 정적해석 적용그림 4.1은 2.2절의 예제를 혼합 Rayleigh-Ritz 방법으로 정적해석한 케이블의 장력이다. 세 가지 경우의 지점운동에 대하여 해석된 장력이 탄성현수선 요소를 통해 계산된 장력과 거의 같은 결과를 보이고 있으며 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 결과에서 보이던 라그랑지 좌표 s에 대한 장력곡선의 oscillation이 사라졌음을 확인할 수 있다.

    혼합 Rayleigh-Ritz 방법은 결과의 path independency를 확보하기 위하여초기평형상태 역시 혼합 Rayleigh-Ritz 방법으로 해석하여 적용한다고 하였다. 그 결과값이 Path independency를 확보하고 있음을 확인하기 위하여 40

m ~ 60 m 구간의 장력 그래프를 확대하여 그림 4.2에 그렸다. 세 가지 경우에 대한 장력 곡선이 정확히 일치함을 확인할 수 있다. 혼합 Rayleigh-

Ritz 방법에 의한 장력이 탄성현수선 요소의 장력에 비해 약 0.03 kN 가량작게 해석되었는데 이는 근사 해석을 하였기 때문에 나타난 오차로 판단된다.
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5. 동적해석동적해석동적해석동적해석 예제예제예제예제앞의 2장, 3장 그리고 4장에서는 지점운동을 받는 케이블의 정적해석을통하여 기존에 제안되었던 탄성현수선 요소의 초기값을 이용한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 문제점을 찾아내고, 이를 해결하기 위하여 본 논문에서 제안한 Rayleigh-Ritz 방법을 사용한 초기평형상태 해석과 혼합
Rayleigh-Ritz 방법의 정적해석에서의 정확성을 검증하였다. 이 장에서는 제안된 방법을 동적해석에 적용하여 그 결과의 타당성을 검증한다.

    5장의 해석에서 시간영역 해석을 위한 시간 간격은 1/100초를 사용하였다. 각 시간 단계에서 반복계산에 의한 수렴 기준은 다음과 같다.

810−

∆+

∆+

≤
∆

=
tt

tt

k

u

u
ε (2.27)

tt ∆+
u 는 tt ∆+ 시간 단계에서 계산된 총 변위이고, 

tt

k

∆+∆u 는 k 번째 반복계산으로부터 구한 변위이다.

5.1 지점운동을 받는 케이블지점운동을 받는 케이블의 동적해석에 사용된 예제 구조물은 그림 5.1에제시되어 있다. 표 5.1에는 케이블의 물성치가 표시되어 있다. 지점운동은
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0=s 에 가해지며 그림 5.2는 케이블이 받는 지점 변위를 보이고 있다. 지점운동은 케이블이 느슨해지는 방향으로 서서히 가해지기 시작하여 1.5 초에 걸쳐 총 0.4 m를 움직인 후 1.5초에 걸쳐 초기 지점 위치로 돌아온다.

    그림 5.3과 그림 5.4에 사용된 범례의 괄호 안에 있는 숫자의 의미는변위의 가정에 사용된 sine 함수의 개수이다. 혼합 Rayleigh-Ritz 방법을 사용한 경우 두개의 숫자를 괄호 안에 m-n과 같이 넣어 m과 n이 각각 변위와 변형률의 가정에 사용된 sine 함수의 개수를 나타내도록 하였다. 초기평형상태를 탄성현수선 요소를 사용하여 해석하였을 경우, 범례의 괄호 안에 ECC static state를 포함시켰다. 초기 평형상태를 Rayleigh-Ritz로 해석한경우에는 괄호 안에 기저함수의 개수 이외의 특별한 표시를 하지 않았다.범례의 괄호 안의 표시는 논문을 읽음에 있어서의 간편한 인식을 위하여글에도 사용하도록 하겠다.

    정적해석에서는 탄성현수선 요소를 통해 정해를 구해낼 수 있기 때문에 제안된 방법의 정확성을 손쉽게 검증할 수 있었다. 그러나 케이블의 동적거동에서는 정해를 구해낼 수 없다. 앞의 정적해석을 통하여 밝힌 바와같이 변위기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 변위는 정해와 일치하나 장력은 변위의 변화에 대하여 민감하게 변화하기 때문에 장력의 함수 공간이 충분히커질 수 있도록 sine 100개와 1차 함수를 변위의 기저함수로 사용한 변위기반 Rayleigh-Ritz 방법의 해를 정해와 가까운 해로 판단하고 이를 기준으로 삼아 동적해석 결과들을 비교하였다.
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    그림 5.3은 지점운동이 가해지는 위치인 0=s 에서의 시간에 따른 케이블의 장력 변화를 도시한 그래프이다. 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법
(ECC,20)의 시간에 따른 장력은 100개의 sine 함수를 사용한 변위 기반의
Rayleigh-Ritz 방법의 장력에 비하여 대부분의 시간에 걸쳐 100 kN 이상의차이를 보이고 있다. Rayleigh-Ritz 방법으로 초기평형상태를 해석한 변위기반의 Rayleigh-Ritz 방법(20)의 장력은 기존의 변위 기반의 Rayleigh-Ritz방법(ECC)에 비하여 100개의 sine 함수를 사용한 값의 오차가 적으나 그위, 아래를 오르내리는 높은 주파수의 파형을 포함하고 있다. 혼합
Rayleigh-Ritz 방법의 장력은 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법(100)의 장력과거의 일치한다. 적은 양의 기저함수를 사용하여도 정확한 해석을 했음을확인할 수 있다.

    그림 5.4는 시간 0.3 초에서의 라그랑지 좌표 s에 대한 장력을 도시하고 있다. 변위 기반의 Rayleigh-Ritz(ECC)의 장력은 정적해석의 결과와 마찬가지로 정확히 계산되지 않았으며, 장력 곡선이 oscillation을 가지고 있다.변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법(20)의 결과는 초기평형상태를 탄성현수선요소로 해석을 한 결과에 비하여 지점 부근에서의 장력의 오차가 절반가량줄었으나 케이블의 중앙부로 갈수록 장력의 오차를 줄이지 못하였고 두 장력의 크기는 거의 일치하는 경향을 보인다. 반면 혼합 Rayleigh-Ritz 방법의장력은 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법(100)의 해와 거의 일치하고 있으며,곡선에 보이는 작은 oscillation도 나타나지 않고 있다.
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5.2 모델링된 안정화 케이블서론에서 기술한 바와 같이 이 논문은 시공 단계에 있는 사장교를 지지하는 내풍안정화 케이블의 동적해석에 관한 선행연구로서의 목적을 지니고있다. 따라서 3장과 4장에서 제안된 방법의 안정화 케이블에의 적용 가능성을 검토해보기 위하여 안정화 케이블이 연결된 가설 중 사장교 시스템을간단히 모델링하여 제안된 방법을 적용하여 보았다. 사장교가 받는 난류에의한 바람하중은 예측하기 어렵고 이에 따른 안정화 케이블의 거동도 복잡하게 나타낼 수 있기 때문에 모델링된 구조물이 받는 하중에 특수성을 주고자 parametric excitation 형태의 하중을 적용하였다. Parametric excitation이란 시스템의 고유진동수의 2배의 가진진동수를 가지는 가진을 뜻하며,

Lilien 등은 케이블의 지점이 고유진동수의 2배의 진동수로 가진될 때 케이블의 최대 수직 진폭이 가장 크게 나타나고, 그 값이 가진진폭의 100 배가량이 됨을 확인하였다[6]. 따라서 parametric excitation이 모델링된 구조물에 가해지는 특수한 하중으로써 적합하다고 판단되었다.

    그림 5.1은 내풍안정화 케이블이 설치되어있는 가설 중의 팬 타입 사장교를 간단히 나타내고 있다. 실제 구조물의 해석을 하기 위해서는 첨단화되고 정밀한 모델링과 해석기법이 필요하나 이는 본 연구의 범위를 벗어난다. 본 논문에서는 제안된 방법을 실제 구조물의 해석에 적용함에 있어서 그 가능성을 확인하고자 시스템을 최대한 간단히 모델링하였다. 그림
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5.2는 예제 구조물로써 스프링-질량 시스템으로 모델링된 시공 중의 안정화 케이블을 나타내고 있다. 여기서 케이블, 스프링의 강성 그리고 집중질량 m은 각각 그림 5.1의 안정화 케이블, 사장교의 강성 그리고 사장교의전체질량을 대체한다. 예제 구조물의 정적평형상태의 케이블의 지점간 거리는 그림 5.2에 표시된 바와 같이 110.258 m이고, sag비는 1/200이다. 예제 구조물의 주요 물성치는 표 4.2에 제시하였다.

    구조물은 집중질량에 외부하중 )(tPex 가 아래와 같은 조화하중의 형태로 가진된다.

)2sin()]2exp(1[)( 0 tfftPtP exex ππα−−= (5.1)대괄호 안의 항은 해석 결과의 수치적 불안정성을 피하기 위해 단계적으로가진하기 위하여 포함된 항이다. 본 연구에서는 1.0=α 을 사용하였다. 대괄호 안의 항은 수 주기 후 1이 된다. f 는 가진 진동수, 0P 는 가진 진폭,

t는 시간을 의미한다. 가진 진동수 f 는 parametric excitation을 가하기 위해 고유치 해석을 통해 구한 시스템의 1차 고유진동수의 2배를 사용하였고, 가진 진폭 0P 는 100 kN을 사용하였다.

    그림 5.7은 케이블 중앙에서의 수직 변위의 시간에 따른 변화를 도시하고 있다. 케이블은 가진을 받는 초반에는 적은 진폭으로 수직 진동하지만 약 7초부터 진폭이 증가하여 2 m에 가까운 진폭을 가지게 되어
parametric excitation의 특성을 보이고 있다. 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법
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과 혼합 Rayleigh-Ritz 방법의 수직 변위는 거의 일치하고 있다. 2장 2절의정적해석시  Rayleigh-Ritz 방법의 케이블의 형상이 탄성현수선 요소의 정해와 일치하는 것과 같은 맥락으로 판단된다.

    시간에 따른 집중질량에서의 케이블의 장력은 그림 5.8에 나타나 있다.변위 결과와는 달리 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 장력과 혼합
Rayleigh-Ritz 방법의 장력은 수직 변위가 증폭되는 7초부터 조금씩 차이를보이기 시작한다. 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 시간에 따른 장력 변화곡선은 그림 5.3의 결과와 같이 두드러지지는 않지만 역시 위, 아래로 오르내리는 작은 파형을 가지고 있음을 알 수 있다.

    그림 5.9는 4.87초에서의 라그랑지 좌표 s에 따른 장력 분포를 도시하고 있다. 5장 1절의 예제와 비슷한 결과가 나왔으며 혼합 Rayleigh-Ritz방법으로 해석한 결과는 oscillation을 가지지 않으며 변위의 기저함수 100개를 사용한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 해와 그 크기가 일치하는경항을 보이고 있다.
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P(t)안정화 케이블
그림 5.5 안정화 케이블이 설치된 시공 단계에 있는 사장교

그림 5.6 예제구조물: 모델링된 시공 중의 사장교와 안정화 케이블m

P(t)

110.258 m

표 5.2 예제 구조물의 물성치케이블탄성계수
(Gpa)

케이블유효 단면적
(cm2)

케이블 자중
(N/m)

케이블무응력 길이
(m)

스프링탄성계수
(kN/m)

집중 질량
m

(ton)

210 82.6 635.873 110.195 5000 375
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6. 결론결론결론결론이 논문에서는 지점운동을 받는 케이블의 정확한 동적해석을 위하여 초기평형상태를 Rayleigh-Ritz 방법을 이용하여 해석할 것과 변형률을 변위와다른 함수공간에서 정의하는 혼합 Rayleigh-Ritz 방법을 제안하였다.

    케이블의 초기평형상태를 탄성현수선 요소를 적용하여 해석한 후 변위기반의 Rayleigh-Ritz 방법으로 동적해석을 수행하는 기존에 연구되었던 방법을 지점운동을 받는 케이블의 해석에 적용하였다. 정해와의 비교와 개선사항의 마련을 목적으로 정적해석을 수행하였다. 그 결과 케이블의 장력이
path independency를 확보하지 못하며, 공간상에서 장력분포의 부정확함이라는 두 가지의 문제점이 나타났다. 따라서 이 두 가지 문제점의 해결을 목표로 연구를 수행하였다.

    케이블의 동적거동은 비선형, 탄성 거동이므로 케이블 문제는 탄성체문제에서의 결과의 path independency를 항상 확보하여야 한다. Path

independency의 확보를 위하여 케이블의 초기 형상과 변위의 기저함수를일치하도록 초기평형상태 또한 Rayleigh-Ritz 방법으로 해석할 것을 제안하였다.

    케이블은 장력이 변위에 대한 복잡한 함수로 정의되기 때문에 장력이변위의 변화에 매우 민감하고, 가정된 변위의 기저함수를 이용하여 장력을정확히 표현하기 어렵다는 것을 밝혔다. 이러한 이유로 변위-변형률 관계
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를 정확히 만족시키지 못하지만 변형률의 공간상의 분포를 정확히 표현할수 있는 변형률의 기저함수를 변위와 독립적으로 가정하는 혼합 Rayleigh-

Ritz 방법을 제안하였다. 평형방정식에 가중잔차법을 적용하여 지점운동을받는 케이블의 가상일의 원리를 유도하였다. 독립적으로 가정된 변위와 변형률의 함수가 변위-변형률 관계를 완벽히 만족시키지 못하므로 변위-변형률 관계에 가중잔차법을 적용하였다. 케이블의 시간영역 해석을 위하여 유도된 식을 증분식으로 표시한 후 두 식을 혼합하여 최종적인 선형화된 증분형 운동방정식을 유도하였다.

    제안된 방법을 단순 지점운동을 받는 케이블의 동적해석에 적용하였다.기저함수 100개를 사용한 변위 기반의 Rayleigh-Ritz 방법의 해와 비교하여해의 타당성을 검증하였고, 제안된 방법의 시간상의 효율성을 증명하였다.또한 제안된 방법을 시공 단계 중의 사장교에 설치된 내풍안정화 케이블을간단히 모델링한 스프링-질량 시스템의 동적해석에 적용하여 타당성을 검증함으로써 안정화 케이블에 관한 연구의 선행연구로서의 가능성을 확인하였다.

    이 연구는 내풍안정화 케이블의 연구에 대한 선행연구의 목적으로 시작되었다. 내풍안정화 케이블은 지면에 수직으로 설치되지만 이 연구에서제안된 방법으로는 지면에 수직인 케이블에 대한 동적해석을 수행할 수 없다. 따라서 안정화 케이블의 동적해석을 위하여 수직 케이블의 동적해석에관한 추후연구가 필요할 것으로 생각한다. 더불어 혼합 Rayleigh-Ritz 방법
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에서는 변위-변형률 관계를 weak form으로 대입하여 이 관계를 완벽히 만족시키지 못한다. 이는 자연 법칙에 어긋나는 일이라 할 수 있다. 따라서변위-변형률 관계를 완벽히 만족시키면서 지점운동을 받는 케이블을 정확히 해석할 수 있는 방법에 대한 추후연구가 필요할 것이라 생각한다.
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ABSTRACT

Aerodynamic stabilizing cables have been introduced for reducing oscillation of

erected cable-stayed bridges by wind loads because stiffness of the under-construction

bridge constructed by a balanced cantilever method is less compared with that of

completed one. The trembling girder in wind loads can apply large support motions to

stabilizing cables. Thus precise dynamic analysis considering effect of support

motions is required. This study was performed to develope a precise dynamic analysis

method for cables subjected to support motions.

Previous method is displacement-based Rayleigh-Ritz method which uses

solutions of initial equilibrium state by ECC(elastic catenary cable) analysis for initial

values and using sine functions for discretizing dynamic displacement. This thesis

proves that the previous method does not satisfy “path independency in elastic

problem” and does not give precise value of tension.

It is proposed that initial equilibrium state be analyzed by Rayleigh-Ritz

method assuming cable position of the state using same function space with dynamic

displacement to satisfy path independency. Mixed Rayleigh-Ritz method assuming

displacement and strain respectively is also proposed to obtain precise value of

tension. The equilibrium equations and strain-displacement relationship are imposed

by weak form and combined together. Newmark-β method is applied to perform time

domain analysis.

Dynamic analysis of a cable subjected to support motions is performed by
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mixed Rayleigh-Ritz method. It is also applied to a simple model of the stabilizing

cable and the erected cable-stayed bridge. Its results are compared with the results of

the displacement-based formulation using 100 sine function to demenstrate the

validity and the effectiveness of the proposed method.

Keywords:

Cable, Support motion, Nonlinear analysis, Initial equilibrium state, Mixed Rayleigh-

Ritz method, Weak form

Student Number: 2008-21034
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