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초 록

이 논문에서는 혼합모드의 피로 균열 성장 곡선을 추정하기 위하여 반복적인 균열 성

장 모델링 기법을 제안하고, 이계삼차모멘트법을 도입하여 균열 성장에 따른 균열 길이

와 피로 수명의 확률 분포를 추정한다.

선형탄성균열역학을 적용할 수 있는 최소의 균열 길이를 하한계 균열 길이로 정의

하고 미세균열과 거시 균열을 구분한다. 미세 균열에 대해서는 하한계 균열 길이에 대

한 일정한 성장률을 가정하여 피로 수명을 근사적으로 산정한다. 거시 균열에 대해서는

균열체를 이중경계요소법으로 수치해석하고 변위 외삽법으로 혼합모드의 응력확대계수

를 산정한다.  피로 균열의 성장률과 성장 방향은 각각 Paris-Erdogan 방정식과 최대주

응력 기준으로부터 결정한다.  주어진 피로 하중의 재하 회수에 따라 적분형태의 Paris-

Erdogan 방정식을 이산화 하여 피로 균열의 성장을 수치모사 한다.  피로 성장에 대한

균열 증분을 포물선으로 모델링하고, 포물선의 양단을 잇는 하나의 직선의 요소로 이산

화하여 적분한다.  새로운 균열 선단에서 가정한 포물선의 접선방향과 균열의 성장 방

향이 같아지도록 포물선의 곡률을 반복적으로 보정한다.

초기 균열의 길이와 성장률 계수를 확률변수로 하여 균열 길이의 이차 테일러 급

수로부터 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜도를 산정하고 균열의 확률분포를 삼변수 대

수정규분포로 추정한다. 추정된 균열 길이와 파괴인성의 확률분포로부터 주어진 파괴확

률에 대한 피로 수명을 평가한다. 제안된 모멘트법에 의하여 피로 수명의 확률분포를

추정하고 피로-강도 곡선의 95% 신뢰한계선을 수치적으로 도출한다. 균열길이의 확률

분포는 Monte-Carlo simulation의 결과와 비교하고, 신뢰도는 일계신뢰도법의 결과와 비

교하여 제안된 확률분포 추정법의 타당성과 효율성을 검증한다.
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1. 서론

피로는 강구조물의 설계에서 반드시 고려되고 있는 주요한 파괴 원인의 하나로서 항복

응력이나 좌굴 하중, 또는 재료의 파괴인성보다 작은 응력 상태에서도 구조물의 파괴를

유발하게 된다.  1982년 ASCE 위원회의 보고서에 의하면 전체 강구조물 파괴 원인의

80~90% 가 피로나 균열로 보고되었다 [Sundararajan 1995, Zhao 1996].

반복적인 하중을 받는 구조물은 재료의 미세구조의 결함에서 응력집중 현상으로

균열이 발생하여 초기에는 성장이 매우 느리지만 균열이 성장함에 따라 결국에는 응력

상태가 재료의 파괴인성에 도달한다.  균열의 발생에 대한 피로 수명은 전체 피로수명

의 대략 5 % 이내이고 균열의 성장 과정이 대부분의 피로 수명을 차지한다 [Zhao 1996,

Socha 2003].  균열 성장 과정은 그림 1.1과 같이 미세균열의 초기 성장 과정과 이후의

거시균열의 성장 과정으로 나눌 수 있다. 이때 미세균열과 거시균열의 구분은 균열 크

기에 따라 육안 또는 계측 장비로의 계측 가능성을 기준으로 구분하기도 하고, 선형탄

그림

균
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크
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 a

거시균열

균열발생

태

미세균열
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1

 1.1 피로하중 재하에 따른 균열
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성균열역학(Linear Elastic Fracture Mechanics)의 적용 가능성을 기준으로 구분하기도 한다.

이 논문에서는 선형탄성균열역학을 적용할 수 있는 최소 균열 길이를 하한계 균열 길

이라고 정의하고 이로부터 미세 균열과 거시 균열을 구분한다. 그림 1.1에서 미세균열

은 균열의 발생에서부터 하한계 균열 길이까지 이고, 거시 균열은 하한계 균열 길이부

터 응력 상태가 파괴인성에 도달하는 임계 균열길이까지의 균열을 지칭한다.

선형탄성균열역학에서는 균열 선단의 소성 영역이 응력장의 특이 항(elastic singular

term)이 지배적인 영역에 비하여 매우 작다(small-scale yielding)고 가정하고, 균열 선단의

응력 특이성(singularity)을 응력확대계수(Stress Intensity Factor)로 정량화 한다 [Hellan

1984]. 선형탄성균열역학이 적용 가능한 최소의 균열 길이인 하한계 균열길이는 균열

성장에 대한 임계 응력확대계수(threshold)와 피로한계응력(fatigue limit stress)으로부터 산

정된다 [Hudak 1981]. 하한계 균열 크기보다 작은 미세 균열에 대한 성장률은 선형탄성

균열역학의 한계를 넘어서므로 재료의 미세구조의 특성을 고려하는 미세균열이론

(small-crack theory)을 적용하여야 한다 [McDowell 1997, Newman 1999, Taylor 2002].

피로하중을 받은 구조물의 설계나 피로수명의 간략 계산에는 피로시험으로부터 도

출된 피로-강도 곡선(S-N curve)이 사용된다.  그런데 같은 조건의 피로 시험이라도 재

료의 비균질성이나 미세구조의 결함으로 인하여 구조물의 피로 수명은 확률분포를 갖

게 되고 그 분산이 매우 큰 것으로 알려져 있다 [Liao 1996].  피로 수명에 대한 확률분

포를 고려하여 피로-강도 곡선을 수치적으로 도출하고자, 1960년대 이후 피로 균열 성

장을 선형탄성균열역학과 Paris 방정식에 기초하여 해석하려는 연구가 수행되어 왔다

[Kanninen 1985].

확률해석은 결정론적 해석에 기초하여 이루어지기 때문에 피로 균열의 확률 해석

을 수행하기 위해서는 피로 성장의 결정론적 해석이 선행되어야 한다.  피로 균열은 혼
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합모드의 하중 상태에서 또는 비대칭 기하형상으로 인하여 곡선으로 성장한다. 혼합모

드 피로 균열의 수명을 수치적으로 평가하기 위해서는 성장 곡선을 정확히 예측하여야

한다.

이 논문에서는 혼합모드 피로 균열의 성장 곡선을 정확하게 예측하기 위하여 할선

법에 기초한 반복적인 성장 곡선 모델링 기법을 제안하고, 이계삼차모멘법을 이용한 피

로 수명의 확률 해석법을 제시한다. 논문의 내용은 2장의 피로 균열 성장 해석과 3장

의 확률 해석으로 구성된다.  2장에서는 이중경계요소법 (Dual Boundary Element Method)

[Portela 1992] 으로 균열체를 수치해석하고, Paris-Erdogan 방정식으로부터 피로 균열의

성장을 수치모사 한다.  3장의 확률 해석에서는 초기 균열 길이와 성장률 계수를 확률

변수로 하여 균열 성장에 따른 균열 길이의 확률분포를 추정하고, 이로부터 주어진 파

괴확률에 대한 피로 수명을 산정한다.

피로 균열의 성장 해석

이중경계요소법은 피로 균열 성장 해석에 사용되는 수치해석법의 하나이다. 경계요소법

은 경계만을 이산화 하므로 유한요소법이나 Element-Free Galerkin Method [Belytschko

1994] 와 같은 무요소법에 비하여 매우 적은 수의 자유도를 사용한다는 장점이 있다.

그러나 균열면을 포함한 전체 경계를 단일 영역으로 이산화 하면 균열면 상의 동일한

위치의 서로 다른 두 절점에서 동일한 경계적분식이 유도된다.  즉, 경계요소법을 사용

하여 균열체를 단일 영역으로 이산화하면 시스템 방정식의 해를 구할 수 없다.  이러한

수치적인 문제로 인하여 균열 면을 따라 가상의 내부 경계면을 도입하여 전체 영역을

내부에 균열을 포함하지 않는 몇 개의 단일 영역으로 나누어 해석하는 분할 영역법

(subregion method)이 사용된다. 분할 영역법은 내부 경계면의 경로에 따라서 수치적으로
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다른 해를 줄 뿐만 아니라, 유한요소법과 마찬가지로 균열 성장에 따라 요소망을 재구

성해야 하는 단점이 있다.  Hong 등 [Hong 1988] 은 한쪽 균열 면상의 절점에서는 변위

경계적분식을, 마주보는 경계면상의 절점에는 표면력(traction) 경계적분식을 적용하여

시스템 방정식의 특이성(singularity) 문제를 해결하였다. 그러나 표면력 경계적분식은 균

열 선단과 꺾이는 점에서 적분 불능으로 알려져 있다.  Crouch는 표면력에 대한

hypersingular integral의 적분불능문제에 대하여 변위불연속법(displacement discontinuity

method)을 제시하였다 [Dong 2001].  Portela 등 [Portela 1992]은 이차불연속경계요소

(quadratic discontinuous element)를 사용하여 적분 가능성 문제를 피하였고, 이것은 이중

경계요소법이 널리 사용되는 계기가 되었다.  균열 선단에서의 응력 특이성을 정확히

모사하기 위하여 균열 선단에서 요소망을 조밀하게 구성하거나 특이요소 (singular

element)를 사용하여 모델링한다. Kebir 등 [Kebir 1999] 은 이차 불연속 특이 요소를 개

발하여 균열 선단의 응력의 특이성을 모사하였다.  이 논문에서는 Portela 등의 이차불

연속경계요소로 균열면을 이산하고, 균열 선단 요소는 Kebir 등의 특이요소를 사용하여

이중경계요소법에 대한 최신의 연구를 반영하였다.

피로 균열의 성장 방향과 성장률(growth rate)은 균열 선단의 응력 상태로부터 결정

된다. 따라서 균열 성장 곡선을 예측하여 피로 수명을 평가하기 위해서는 균열 선단에

서 응력확대계수를 정확히 산정하는 것이 매우 중요하다.  응력확대계수는 에너지 방출

률(Energy Release Rate) 또는 J-integral 로부터 얻을 수 있다.  에너지 방출률은 가상균열

진전법(virtual crack extension method) [Haber 1985] 으로 산정할 수 있고, 균열면을 포함한

전체 외부 경계면을 적분영역으로 하는 J-integral과 같다 [Herrmann 1981]. 혼합모드의

응력상태에서는 변위 외삽법(Displacement Extrapolation Method) [Kebir 1999], Jk-integral 법

[Reimers 1991], Kitagawa의 모드 분리법 [Portela 1992], mutual integral 법[Yau 1980, Chen
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1977] 등의 모드 분리법으로 일차 모드와 이차 모드의 응력확대계수를 분리하여 산정

한다. 혼합모드의 피로 균열 성장 문제에서 균열의 증분을 직선으로 이산화 하면 균열

선단이 조금씩 꺾이게 된다. Mutual integral 법과 Kitagawa의 모드 분리법은 균열 선단

의 해석 해를 직접적으로 이용하거나 변위장과 응력장이 대칭모드와 비대칭 모드로 분

리되는 성질을 이용하므로 이들 모드 분리법에서는 적분영역을 균열 선단의 직선 영역

으로 한정하여야 한다. 만약 꺾인 균열 선단이 매우 작고 적분 영역이 꺾인 균열 선단

을 둘러싼 좁은 영역으로 제한되면, 수치 적분의 정도가 떨어지게 된다. Jk-integral 법은

적분영역을 넓혀서 꺾인 점을 포함하는 적분경로를 설정할 수 있는 장점이 있다. 그러

나 이중경계요소법으로 균열체를 해석하는 경우에는 J-integral에 기초한 에너지법을 적

용하여 응력확대계수를 산정할 수 없다. 균열면을 불연속 경계요소로 이산화하기 때문

에 요소와 요소 사이에서 변위장의 불연속이 발생하고 에너지밀도가 정의되지 않는다.

따라서 이 논문에서는 변위 외삽법을 이용하여 혼합모드의 응력확대계수를 산정한다.

균열의 성장방향을 결정하는 기준으로는 최대주응력 기준(maximum principal stress

criterion), 최대에너지방출률 기준(maximum strain energy release rate criterion), 최소변형에

너지밀도 기준(minimum strain energy density failure criterion) 등이 제안되었다 [Qian 1996,

Gdoutos 1990]. 주어진 피로하중에 대한 균열의 증분은 Paris-Erdogan 방정식, Forman 방

정식, 수정된 Forman 방정식 등의 성장률 관계식으로부터 산정한다. 이 논문에서는 성

장 접선 방향은 최대주응력 기준으로부터 결정하고, 주어진 피로하중에 대한 균열 증분

량은 Paris-Erdogan 방정식으로부터 산정한다.

혼합모드의 피로 균열 성장에 대한 대부분의 수치해석은 증분법에 기초하여 균열

선단에서 산정한 균열 증분을 성장 접선 방향으로 성장시킨다 [Kebir 1999, Reimers 1991,

Miranda 2003]. 이산화된 균열 증분을 접선 방향으로 성장시키면 균열이 성장하면서 실
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제 성장 곡선에서 벗어나게 된다. 또한 균열 선단에서의 성장률의 초기치를 이용하여

균열의 증분을 산정하기 때문에 피로 수명이 크게 평가 된다.  이러한 접선법에 기초한

피로 성장 해석법에서는 반복적인 보정을 수행하지 않기 때문에 균열 증분을 충분히

작게 제한하여야 한다. Mogilevskaya [Mogilevskaya 1997]는 성장 후의 새로운 접선방향으

로부터 균열 성장 곡선을 원호로 모델링 하였다.  그러나 그의 연구에서는 방향을 반복

적으로 보정해주지는 않았다.  Portela등 [Portela 1993] 은 균열의 증분을 일정하다고 가

정하고, 균열의 성장 방향을 새로운 균열 선단에서 산정한 접선방향으로부터 반복적으

로 보정하는 방법을 제안하였다.  그러나 그들의 연구에서는 피로 성장에 따른 균열 증

분의 변화가 고려되지 않았다.  피로 균열은 균열이 성장할수록 성장 속도가 빨라지고

이에 따라 주어진 피로 하중에 대하여 균열 증분도 점진적으로 커지게 된다. 따라서 주

어진 피로하중에 대하여 성장 방향과 균열 증분을 동시에 반복적으로 보정하여야 성장

곡선을 정확히 모사할 수 있다.  이 논문에서는 기존의 접선법에 기초한 균열 성장 해

석의 문제점을 극복하고자 할선법에 기초한 반복적인 균열 성장 모델링 기법을 제안한

다. 균열의 성장 곡선을 포물선으로 가정하고, 새로운 균열 선단에서의 응력상태로부터

균열 증분의 방향과 크기를 반복적으로 보정한다.  이때 새로운 균열 선단에서 수치해

석으로부터 얻어진 균열 성장 방향이 가정한 포물선의 접선 방향과 일치하도록 포물선

의 곡률과 균열의 성장 방향을 반복적으로 보정한다. 균열 증분에 대해서는 주어진 피

로 하중에 대하여 Paris-Erdogan 방정식을 사다리꼴 공식으로 수치 적분하여 산정한다.

하한계 균열보다 작은 미세 균열에 대해서는 임계 응력확대계수(Threshold)에 대한

일정한 성장률을 가정하여 피로 수명을 근사적으로 정량화 한다.  거시적인 균열에 대

해서는 이중경계요소법으로 균열 성장을 수치 모사하여 피로 수명을 산정한다.  하한계

균열 길이보다 큰 거시 균열의 초기 성장 과정에서는 응력확대계수의 기하형상함수의
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변화가 매우 작기 때문에 무한 균열판의 해석 해를 이용할 수 있다.  따라서 거시균열

의 초기 성장 단계에서는 무한 균열판을 가정하여 성장해석을 수행하고 나머지 성장

과정은 이중경계요소법으로 수치해석을 수행 한다.

2장의 피로 균열의 성장 해석에서는 네 가지 수치 예제를 통하여 제안된 피로 균

열 성장 모델링 기법을 검증한다.  첫번째 예제는 꺾인 균열 선단에서 변위 외삽법으로

산정한 응력확대계수를 무한 균열판의 응력확대계수와 비교한다. 두 번째 예제에서는

인장을 받는 일차모드의 하중상태에서 미세 균열의 피로수명을 포함한 전체 피로수명

을 산정하여 설계치와 비교한다. 세 번째 예제에서는 전단을 받는 혼합모드 균열판에서

초기 균열 방향각의 변화에 따른 성장 경로와 피로 수명을 추정한다.  마지막으로 네

번째 예제에서는 접선법과 제안된 할선법을 이용한 반복적인 균열 성장 해석을 비교하

여 제안된 방법의 타당성을 검증한다.

피로 균열의 확률 해석

피로 균열의 성장률(da/dN)과 피로수명의 확률분포를 실험적으로 밝히려는 여러 연구가

있었다.  피로 균열의 성장에 영향을 주는 확률 인자로는 피로하중의 이력, 초기 균열

의 기하형상, 재료의 물성치, 성장률 계수(C, m), 시편의 두께 등이 있다.  Shen 등[Shen

2001]은 Ti-6A1-4V 합금에 대한 피로 실험으로부터 성장률이 대수정규분포를 이루고,

두 개의 성장률 계수가 각각 대수정규분포와 정규분포에 가까운 분포를 갖는다는 것을

보여주었다.  Kim 등[Kim 2000]은 7075-T6 알루미늄 합금의 성장률이 대수정규분포의

확률분포를 갖고 그 분산의 정도가 시험체의 두께에 반비례함을 밝혔다.  Zhao 등

[Zhao 2000]은 용접된 16Mn 강판의 피로 실험 결과로부터 피로 수명이 대수정규분포

또는 극한 최대치 분포로 추정될 수 있음을 보여 주었다.  Liao 등 [Liao 1996]에 의하
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면 균열의 발생과 미세 균열의 성장에 대한 피로 수명은 대수정규분포의 확률분포를

이룬다.

확률 해석법은 구조물 응답의 통계적인 분포를 추정하려는 확률분포 추정법과 파

괴확률 또는 구조물의 안전도를 평가하는 신뢰도법이 있다.  Monte-Carlo simulation은

파괴확률뿐만 아니라 응답의 확률분포를 추정할 수 있는 방법이다. 그러나 추출자료의

개수가 충분히 커야 정확한 결과를 얻을 수 있기 때문에 매우 많은 자료의 추출이 필

수적이다.  확률분포를 추정하는데 있어서 Latin Hypercube Sampling을 이용하면 Crude

Monte-Carlo simulation에 비하여 비교적 적은 추출 자료로부터 확률분포를 추정할 수

있다 [Mckay 1979, Sundararajan 1995]. 파괴확률 산정에는 중요도 추출법(Importance

Sampling Method)을 이용하여 추출자료의 개수를 줄일 수 있다.  중요도 추출법으로 파

괴확률을 정확하게 산정하기 위해서는 중요도 함수(Importance Sampling Function)의 선택

이 중요한데, 이를 위해서는 파괴확률과 파괴에 대한 최빈점(Most Probable Failure Point)

을 미리 파악하고 있어야 하는 어려움이 있다 [Sundararajan 1995, 양영순 2002].

피로 균열의 파괴확률 산정에는 일계신뢰도법(First-Order Reliability Method)이 널리

사용되어 왔다. 일계신뢰도법은 확률 변수들이 정규분포를 갖는다고 가정하여 Hasofer-

Lind의 신뢰도 지수(reliability index)를 산정한다. Jiao 등 [Jiao 1992]은 Miner의 법칙과

피로-강도 곡선을 이용하여 용접된 offshore 구조물의 피로 및 균열에 대한 설계 기준을

제시하였다.  Tryon 등 [Tryon 1996]은 일계신뢰도법에 기초하여 가스터빈 엔진의 피로

수명 모델을 개발하였다.  Besterfield 등 [Besterfield 1991]과 Lua 등 [Lua 1993]은 각각

유한요소법과 경계요소법을 이용하여 균열체를 해석하고 일계신뢰도법으로 파괴확률을

산정하였다. 비대칭 확률분포에 대해서는 Tichý [Tichý 1994]가 3차 모멘트까지 고려하는

일계삼차모멘트 신뢰도법(First-Order Third-Moment Reliability Method)을 제안하였다.  일
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계신뢰도법의 최적화 과정에서는 한계 상태식에 대한 일차 미분이 사용된다. 한계상태

식이 J-integral로 정의되는 경우에는 J-integral에 대한 shape sensitivity [Chen 2001]가 제

안되었다.  한계상태식이 균열길이 또는 피로 수명으로 정의 되는 경우에는 응력확대계

수의 일차 민감도를 산정하여야 한다. Lua 등[Lua 1993]은 응답면 기법(response surface

method)으로 응력확대계수의 일차 민감도를 산정하였다.

일계신뢰도법은 파괴확률을 비교적 정확하게 추정할 수 있지만, 응답의 확률분포

에 대한 정보를 주지는 못한다.  파괴확률보다는 통계적 특성치로서 응답의 모멘트를

추정하려는 연구들이 있다.  확률유한요소법(Probabilistic Finite Element Method)은 섭동법

(perturbation)을 이용하여 근사적으로 응답의 통계치를 추정한다. 일계이차모멘트법

(First-Order Second-Moment Method) 또는 이계삼차모멘트법(Second-Order Third-Moment

Method)은 응답의 테일러 급수를 이용하여 확률변수의 분포로부터 응답의 평균, 분산

등의 모멘트를 산정하고 이로부터 응답의 분포를 추정하는 방법이다.  피로 균열 성장

은 확률 변수들이 정규분포와 같은 대칭 분포일지라도 응답의 비선형성으로 인하여 성

장 후의 균열 분포는 비대칭 분포를 이룬다.  비대칭 분포를 갖는 응답의 확률분포를

추정하기 위해서는 평균과 표준편차를 포함하여 왜도까지 고려하여야 한다.  Lindsay

등[Lindsay 1996]은 3변수 Weibull분포를 이용하여 비대칭 확률분포를 갖는 응답함수의

평균, 표준편차, 왜도를 추정하였다.  Hong 등[Hong 1999]은 성장 후 균열 분포에 대해

이계삼차모멘트법을 이용하여 피로 균열의 파괴확률을 근사적으로 산정하였다. 이차 테

일러 급수를 사용하여 성장 후의 균열의 평균, 분산, 왜도를 근사하였다.  그러나 Hong

등은 무한 균열판에 대한 해석 해를 사용하였기 때문에 유한판에서 균열 성장에 따른

기하형상의 변화가 고려되지 않았다. 이 논문에서는 확률 해석을 위한 균열 성장 해석

에서 이중경계요소법으로 유한 균열체의 피로 성장을 수치 모사하기 때문에 균열 성장
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에 따른 기하 형상의 변화를 고려한다.

3장의 확률 해석에서는 균열의 초기 길이, 성장률 계수, 파괴인성을 확률변수로

고려하여 이계삼차모멘트법으로 균열 길이의 확률분포를 추정한다. 확률 해석은 증분법

에 기초한 균열 성장 해석 과정과 응력확대계수의 민감도로부터 균열 길이의 확률모멘

트를 추정하는 과정으로 이루어 진다. 피로하중 재하에 따른 균열 성장 과정에서 이전

단계의 균열 길이의 확률분포로부터 다음 성장 단계의 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜

도 등의 통계치를 이계삼차모멘트법으로 근사 한다. 각각의 하중 단계에서 산정한 3차

까지의 모멘트로부터 균열 길이에 대한 확률분포를 삼변수 대수정규분포로 추정한다.

테일러 급수에 사용되는 일차 민감도는 Paris 방정식으로부터 직접적으로 산정하고, 이

차 민감도는 유한차분법으로 산정한다.  제안된 이계삼차모멘트법을 이용하여 미세균열

과 거시균열을 포함한 전체 피로 수명의 확률분포를 추정한다.  하한계 균열 길이와 성

장률 계수를 확률변수로 하여 95% 신뢰 하한계 피로-강도 곡선을 수치적으로 산정한다.

신뢰도 평가는 파괴에 대한 임계 균열길이 (critical crack length)와 추정된 균열 길이

의 확률분포로부터 직접적으로 산정한다. 일계신뢰도법은 주어진 공용피로수명에 대하

여 성장 전의 초기 균열에 대한 확률분포에서 파괴에 대한 최빈점을 최적화 기법으로

산정하여 파괴확률을 산정한다. 따라서 공용피로수명의 변화에 따른 파괴확률을 산정하

기 위해서는 여러 번의 최적화 과정이 필요하다.  제안된 모멘트법에서는 균열 성장에

따른 각각의 피로 하중 재하 단계에서 균열 길이의 확률분포로부터 파괴확률을 직접적

으로 산정하므로 한번의 균열 성장 해석만으로도 파괴확률의 변화 추이를 근사적으로

산정할 수 있다.

피로 균열의 확률 해석에서는 인장응력을 받는 일차모드의 피로 균열 성장에 대

한 세가지 수치 예제를 통하여 제안된 모멘트법을 검증한다. 첫번째 예제에서는 초기
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균열의 길이가 확률 변수인 경우, 성장률 계수가 확률 변수인 경우, 그리고 초기 균열

길이와 성장률 계수가 모두 확률 변수인 경우의 세가지 경우에 대하여 확률해석을 수

행한다. 균열 길이의 확률분포 추정은 Monte-Carlo simulation의 결과와 비교하여 제안된

모멘트법의 타당성과 효율성을 검증한다.  두 번째 예제는 초기 균열 길이와 성장률 계

수의 확률분포에 따른 피로 수명의 확률분포를 추정하고 이로부터 피로-강도 곡선의

95% 신뢰한계선을 도출하여 설계치와 비교한다.  세번째 예제에서는 주어진 파괴확률

에 대한 피로 수명을 산정하고 일계신뢰도법의 결과와 비교하여 제안된 확률해석법의

타당성을 검증한다.
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2. 피로 균열의 성장 해석

선형탄성균열역학을 이용한 피로해석에서는 성장 경로를 따라가며 성장률을 적분하여

피로수명을 산정한다.  혼합모드의 피로하중을 받거나 비대칭 기하형상을 갖는 균열체

의 피로수명을 해석적으로 산정하기 위해서는 균열의 성장 경로를 정확히 추정하는 과

정이 선행되어야 한다.  피로 균열의 성장 방향과 성장률은 응력확대계수로 정량화 된

균열 선단의 응력상태로부터 결정된다. 이 장에서는 균열체의 수치 해석법으로서 이중

경계요소법(Dual Boundary Element Method)을 도입한다.  균열체의 구조해석 결과로부터

변위 외삽법(Displacement Extrapolation Method)을 이용하여 균열 선단에서의 응력확대계

수를 산정한다. 혼합모드의 피로 균열의 성장을 할선법에 기초한 반복적인 피로 균열

성장 모델링 기법을 제안한다.

2.1 이중경계요소법

수치 해석법으로서의 경계요소법은 경계만을 이산화하기 때문에 유한요소나 Element-

Free Galerkin Method의 무요소법에 비하여 매우 적은 자유도를 사용한다는 장점이 있다.

이러한 장점에도 불구하고 피로 균열 문제에서는 유한요소법의 경우와 마찬가지로 균

열 진전에 따라 요소망(mesh)을 재구성해야 하는 불편함이 있을 뿐만 아니라, 균열이

있는 구조물을 단일 영역으로 이산화 하여 해석할 수 없다는 수치적인 문제가 있었다.

Portela 등[Portela 1992]이 제안한 이중경계요소법은 균열체를 단일영역으로 모델링이 가

능할 뿐만 아니라, 균열 성장을 균열 선단에 추가의 요소를 배치하여 모델링하기 때문

에 요소망 재구성 문제를 단순화 시켰다.
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경계요소법에서 사용하는 변위 경계적분식은 기하학적인 손상이 없는 선형탄성체

에 단위 집중하중이 작용할 때의 변위와 표면력의 기본해(Kelvin’s solution) [Banerjee

1994, Becker 1992]에 기초하여 얻는다.  그림 2.1은 균열체를 단일 영역으로 이산화 했

을 경우의 단위하중이 균열면 상의 절점 +y  또는 −y 에 위치할 경우 발생하는 문제를

보이고 있다. 변위와 표면력의 기본해는 단위집중하중이 작용하는 위치(source point)가

같으면 동일한 값을 갖기 때문에, 그림 2.1와 같이 마주보는 균열면 상의 절점에서는

단위집중하중이 작용하는 위치가 같고 또한 적분식이 같은 경로를 따라 적분 되므로

두개의 동일한 방정식이 유도된다.  따라서 균열체를 단일영역으로 모델링하고 변위 경

계적분식을 적용하면 수치적인 문제가 발생하게 된다.  이러한 문제를 해결하기 위한

방법으로 분할 영역법 (subregion method) [Banerjee 1994, Becker 1992] 이 사용되어 왔다.

분할 영역법에서는 균열을 따라 가상의 내부 경계면을 만들어 전체 영역을 균열을

포함하지 않는 몇 개의 단일 영역으로 분할한다.  그리고 내부 경계면에서 변위장의 유

그림 2.1 균열체의 단일 영역 모델링

+y

−y

ixix

kx
kx

+y

−y
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일성과 표면력의 평형을 고려하여 변위 경계적분식을 적용한다.  그러나 일반적인 형상

의 균열에 대해 가상의 내부 경계면을 결정하는데 어려움이 있다.  즉 내부 경계면을

유일하게 결정할 수 없기 때문에 내부 경계면이 달라지면 수치해석 결과도 조금씩 달

라질 수 있다.

이중경계요소법은 균열을 내부에 포함하거나 경계에 균열을 포함하고 있는 일반적

인 균열문제에 있어서 전체 영역을 단일 영역으로 모델링하는 균열 해석법으로 제안되

었다.  마주보는 균열면에서 서로 다른 경계적분식을 사용함으로써 균열면 상의 같은

위치의 절점에서 동일한 방정식이 유도되는 문제를 피할 수 있다.  즉, 한쪽 균열면에

서는 변위에 대한 경계적분식을, 마주보는 균열면에서는 표면력에 대한 경계적분식을

적용한다.  그러나 표면력에 대한 경계적분식은 적분 가능성에 대한 수학적인 문제를

포함하고 있다.  즉, 경계가 꺾이는 점에서는 적분 불능으로 알려져 있다.  Portela 등

[Portela 1992]은 적분가능성에 대한 문제를 피하기 위해 균열면을 이차의 불연속 요소로

모델링 하였다.  일반적으로 단위집중하중이 작용하는 위치에서의 표면력의 적분은 수

치적으로 계산하기 보다는 강체운동조건(rigid body motion)을 적용시켜 산정한다.  그러

나 균열 면 상의 절점에서는 1개의 단위집중하중에 대해 같은 위치의 표면력 적분이 2

개가 되므로 강체운동조건을 적용할 수 없다.  따라서 이중경계요소법의 경우 균열을

포함하는 절점에서는 직접 적분법을 사용하여 적분을 수행하게 된다.

2.1.1 경계적분식

그림 2.2는 유한체의 형상과 경계조건을 보여주고 있다.  유한체의 외부 경계면은 다음

과 같이 변위가 주어진 경계면 uΓ 와 표면력이 주어진 경계면 tΓ 으로 구성되어 있다.
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)(ˆ)( xuxu ii =  on uΓ (2.1)

)(ˆ)( xtxt ii =  on tΓ (2.2)

단위집중하중을 받는 3차원 탄성체 문제에서 Navier 방정식으로부터 Kelvin의 해를 얻

는다 [Banerjee 1994, Becker 1992].  2차원 평면 변형 문제의 Kelvin의 해는 다음과 같다.

)ln)43((
)1(8

1),( 2 rv
r
rr

xyU ij
ji

ij δ−−
ν−πµ

= (2.3)









+−+−ν−
ν−

−= ll
ji

ijijjiij nr
r
rr

rnrn
r

xyT }2δ)v21{())(21(1
)1(π4

1),( 22 (2.4)

여기서 ijU 와 ijT 는 각각 y에 작용하는 j방향의 단위 집중하중에 의해 임의의 점 x에

서 발생하는 i방향의 변위와 표면력이다.  r은 단위 집중하중이 작용하는 점과 무한체

내부의 임의의 점 사이의 거리이고  kkk yxr −= 이다.  n  과 ijδ 는 각각 무한체 내부의

임의의 점에서의 외향 단위 법선벡터와 kronecker delta이다.  µ  와 ν는 전단탄성계수

와 포아송비이다.

식 (2.3)과 (2.4)를 평면 응력 문제에 적용할 때에는 유효 물성치 (effective material

그림 2.2  유한체에 대한 문제 정의

uΓ

tΓ

V
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property) 를 사용한다.  평면 응력 상태에 대한 유효 물성치는 다음과 같다.

µµ,
1 effeff =

ν+
ν

=ν (2.5)

Kelvin의 해와 실제 문제 사이의 상반의 정리를 이용하여 경계적분식을 유도한다.  그

림 2.3에는 평형상태에 있는 두 개의 시스템이 주어져 있다.  (a)에는 실제 문제의 유

한체가 주어져 있으며 (b)에는 Kelvin 문제의 유한체가 주어져 있다.  Kelvin 문제에서

단위 집중하중이 y에 작용하고 있고 이때의 경계면에서의 변위와 표면력은 식 (2.3)과

(2.4)로 주어진다.  실제 문제에서 체적력이 없을 때 그림 2.3의 (a)와 (b)에 대한 상반의

정리를 이용하여 실제 문제의 변위를 다음과 같이 나타낼 수 있다.

)()(),()()(),()( xdxuxyTxdxtxyUyu jijjiji Γ−Γ= ∫∫
ΓΓ

(2.6)

실제 문제에서의 응력은 식 (2.6)을 공간좌표 y에 대해 미분하고 이를 Hooke의 법칙에

적용하면 다음과 같다.

그림 2.3 상반의 정리를 위한 실제 문제와 Kelvin 문제

(b) Kelvin 문제의 유한체

1

T

U

y

(a) 실제 문제의 유한체

y

û

t̂
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)()(),()()(),()(σ σσ xdxuxyTxdxtxyUy kijkkijkij Γ−Γ= ∫∫
ΓΓ

(2.7)

여기서, ),( xyTijk
σ 과 ),( xyU ijk

σ 는 각각 ),( xyTij 과 ),( xyUij 의 y에 대해 미분의 선형 조

합으로부터 다음과 같이 유도 된다.
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(2.9)

2.1.2 이중경계요소법의 정식화

식 (2.6)와 (2.7)에서 내부의 점 y가 경계면상의 한 점 x에 가까워지면 Kelvin의 기본

해는 수학적 특이성(singularity)을 보여준다.  즉 두 점 사이의 거리 yx −=r 가 영에

가까워지면, 2차원 문제에서 ijU 는 약한 )/1ln( r  특이성을, ijT 와 σ
ijkU 는 r/1  특이성을,

그리고 σ
ijkT 는 2/1 r  특이성을 보여준다.  이 절에서는 평면 변형 문제를 중심으로 수학

적 특이성을 포함하는 경계적분식의 적분 조건을 제시하고 변위와 표면력에 대한 경계

적분식을 유도한다.

그림 2.4와 같이 전체 영역을 y를 중심으로 반지름이 ε인 반원과 나머지 영역으

로 나누었다.  이때 반원의 경계를 *
εΓ 로 표시하고 나머지 영역의 경계를 ( εΓ−Γ )로 표

시하였다. ε이 영에 가까워지면 식 (2.6)은 다음과 같다.
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)()(),(lim)()(),(lim)(
*
εε

*
εε

0ε0ε
xdxtxyUxdxuxyTyu jijjiji Γ=Γ+ ∫∫

Γ+Γ−Γ
→

Γ+Γ−Γ
→ (2.10)

식 (2.10)에서 )/1ln( r  특이성을 보이는 우변의 적분식은 수치적분 (special Gauss

quadrature)으로 적분 가능하다.  r/1  특이성을 가지는 좌변의 적분식을 1차의 테일러

급수로 표현하면 다음과 같다.

)()(),(lim

)(),(lim)(

)()]()()[,(lim)()(),(lim

ε

*
ε

*
ε

*
εε

0ε

0ε

0ε0ε

xdxuxyT

xdxyTyu

xdyuxuxyTxdxuxyT

jij

ijj

jjijjij

Γ+

Γ+

Γ−=Γ

∫

∫

∫∫

Γ−Γ
→

Γ
→

Γ
→

Γ+Γ−Γ
→

(2.11)

식 (2.11)에서 우변의 첫번째 적분항이 적분가능하기 위해서는 변위장이 Hölder-

continuity 조건 [Aliabadi 1993] 을 만족해야 한다.  즉 변위가 다음과 같은 부등식을 만

족하는 상수 λ와 γ가 존재하면 식 (2.11)의 첫번째 적분항은 적분가능하고 극한 과정

에서 사라지게 된다.

그림 2.4 경계에 위치한 특이점에서의 적분 영역

y

*
εΓ

εΓ

εΓ−Γ

ε
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γλ)()( ryuxu jj ≤− (2.12)

여기서, ∞<λ 이고, 1γ0 ≤<  이다. 식 (2.11)의 두 번째 항은 )()( yuyA jij 로 나타낼 수

있는데, )(yAij 는 경계의 기하형상에 의해 결정되는 상수이다.  식 (2.11)의 세 번째 적

분식은 특이 적분이 된다.  식 (2.10)을 정리하면 다음과 같다.

)()(),()()(),()()( xdxtxyUxdxuxyTyuyc jijjijiij Γ=Γ+ ∫∫
ΓΓ

(2.13)

여기서, ∫ 는 Cauchy principal-value 적분이고, )(ycij 는 경계면의 기하형상의 함수로서

다음과 같이 정의된다.

)(),(lim)()(
*

0
xdxyTyAyc ijijijijij Γ+δ=+δ= ∫

εΓ
→ε (2.14)

경계면의 기하형상이 미분가능하면 2/δ ijijc = 이다.  체적력이 없을 때, 응력에 대한 경

계적분식 (2.7)은 내부의 점 y가 경계면상의 한 점에 가까워지면 σ
ijkT 는 2/1 r  특이성을

σ
ijkU 는 r/1  특이성을 보인다.  식 (2.7)을 ε이 영에 가까워지는 극한 과정에 적용하면

다음과 같다.

)()(),(lim)()(),(lim)(σ
*
εε

*
εε

σ

0ε

σ

0ε
xdxtxyUxdxuxyTy kijkkijkij Γ=Γ+ ∫∫

Γ+Γ−Γ
→

Γ+Γ−Γ
→ (2.15)

식 (2.15)에서 r/1  특이성을 보이는 우변의 적분식은 식 (2.10)의 좌변식에서와 같이 표

면력이 식 (2.12)의 Hölder-continuity를 만족해야 한다.

−

−
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)()(),(lim

)(),(lim)(

)()]()()[,(lim)()(),(lim

ε

*
ε

*
ε

*
εε

σ

0ε

σ

0ε

σ

0ε

σ

0ε

xdxtxyU

xdxyUyt

xdytxtxyUxdxtxyU

kijk

ijkk

kkijkkijk

Γ+

Γ+

Γ−=Γ

∫

∫

∫∫

Γ−Γ
→

Γ
→

Γ
→

Γ+Γ−Γ
→

(2.16)

표면력에 대한 Hölder-continuity (2.2) 를 가정하면 식 (2.16) 에서 우변의 첫번째 적분항

은 적분가능하고 극한 과정에서 사라지게 된다.  식 (2.16) 에서 우변의 두 번째 적분식

은 표면력에 대한 불연속 항으로서 )()( ytyA kijk 로 나타낼 수 있는데, )(yAijk 는 물성치

와 경계의 기하형상에 의해 결정되는 상수이다.  식 (2.16) 의 세 번째 적분식은 1차의

특이 적분이다.

식 (2.15) 에서 2/1 r  특이성을 보여주는 좌변의 적분식은 2차의 테일러 급수로 표

현하면 다음과 같다.

)()(),(lim

)())(,(lim)(

)(),(lim)(

)()])(()()()[,(lim)()(),(lim

ε

*
ε

*
ε

*
ε

*
εε

σ

0ε

σ

0ε,

σ

0ε

,
σ

0ε

σ

0ε

xdxuxyT

xdyxxyTyu

xdxyTyu

xdyxyuyuxuxyTxdxuxyT

kijk

mmijkmk

ijkk

mmmkkkijkkijk

Γ+

Γ−+

Γ+

Γ−−−=Γ

∫

∫

∫

∫∫

Γ−Γ
→

Γ
→

Γ
→

Γ
→

Γ+Γ−Γ
→

(2.17)

식 (2.17) 에서 우변의 첫번째 적분항이 적분가능하기 위해서는 변위의 미분이 Hölder-

continuity [Aliabadi 1993] 를 만족해야 한다.  즉 변위가 다음과 같은 부등식을 만족하는

상수 λ와 γ가 존재하면 식 (2.17) 의 첫번째 적분항은 적분가능하고 극한 과정에서 사

라지게 된다.
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1γ
, λ))(()()( +

−≤−−− mmmmmkkk yxyxyuyuxu (2.18)

여기서, ∞<λ 이고 1γ0 ≤< 이다.  식 (2.17) 의 우변에서 세 번째 적분항은 변형률에

대한 불연속 항으로서 )()( , yuyB mkijk 으로 나타낼 수 있는데 )(yBijk 는 물성치와 기하형

상에 의해 결정되는 값이다.  네 번째 적분항은 2차의 특이 적분으로 극한 과정에서

두 번째 적분항과 동시에 고려될 때 언제나 유한한 값을 갖는다는 것이 알려져 있다

[Aliabadi 1993].  식 (2.16)와 (2.17)의 결과를 정리하면, y가 부드러운 경계면상의 한 점

에 위치하면 표면력과 변형도의 불연속 항들은 다음과 같이 경계에서의 응력과 같아진

다.

)(σ
2
1)()()()( , yyuyBytyA ijmkijkkijk =− (2.19)

따라서, r이 영에 가까워지는 극한과정에서 표면력과 변형도의 연속성(Hölder-continuity)

을 가정하면 식 (2.15)는 다음과 같다.

)()(),()()(),()(σ
2
1 σσ xdxtxyUxdxuxyTy kijkkijkij Γ=Γ+ ∫∫

ΓΓ

(2.20)

여기서, ∫ 는 Hadamard principal-value [Portela 1992, Aliabadi 1993] 적분이다.  부드러운

경계면에서, Cauchy Principle을 적용하면 표면력은 다음과 같이 주어진다.

)()(),()()()(),()()(
2
1 σσ xdxtxyUynxdxuxyTynyt kijkikijkij Γ=Γ+ ∫∫

ΓΓ

(2.21)

여기서, )(yni 는 경계면의 단위 법선 벡터 이다.  식 (2.13)과 (2.21)은 이중경계요소법

−=

−=

=
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에서 사용되는 두 가지 적분식이다.

2.1.3 균열 모델링 기법

이중 경계적분식에서 특이 적분이 존재하기 위해 필요한 연속 조건들은 Portela 와

Aliabadi [Portela 1992, Aliabadi 1993] 가 제안한 균열 모델링 기법에 의해 만족될 수 있다.

Cauchy와 Hadamard principal-value integral은 각각 특이 적분 중에서 1차와 2차까지의

유한한 부분에 해당한다.  식 (2.13)의 변위 적분식에서 1차의 특이 적분이 수렴하기

위해서는 절점에서 변위가 연속이어야 한다.  식 (2.21)의 표면력 적분식에서 2차의 특

이 적분이 수렴하기 위해서는 절점에서 변위의 미분(표면력)이 연속이어야 한다.  통상

적으로 사용되는 경계요소는 요소와 요소 사이에서 변위가 연속이지만 표면력의 불연

속을 허용하므로 표면력에 대한 적분식은 일반적으로 적분가능하지 않다.  이러한 문제

를 피하기 위하여 불연속 경계요소를 사용하는 균열 모델링 기법이 제안되었다 [Portela

1992, Aliabadi 1993].  불연속 경계요소는 절점이 요소 내에서 정의되므로 변위와 표면력

의 연속 조건을 내재적으로 만족하게 된다.  Hölder-continuity를 만족하는 마주보는 균

열면상의 절점에서 두 가지 경계적분식은 다음과 같이 나타낼 수 있다 [Partheymüller

2000].

)()(),()()(),()(
2
1)(

2
1 xdxtxyUxdxuxyTyuyu jijjijii Γ=Γ++ ∫∫

ΓΓ

−+ (2.22)

)()(),()()()(),()()(
2
1)(

2
1 σσ xdxtxyUynxdxuxyTynytyt kijkikijkijj Γ=Γ+− ∫∫

ΓΓ

−+ (2.23)

여기서, +y 와 −y 는 각각 동일한 위치의 마주보는 두 균열면 위의 절점이다. Portela 와

Aliabadi [Portela 1992, Aliabadi 1993]가 제안한 균열 모델링 기법에서는 그림 2.5과 같이

−=

−
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균열의 경계면은 불연속 경계요소로 모델링 한다. 이때, 한쪽 균열 경계면에는 변위 적

분식 (2.22)을 적용하고, 마주보는 반대편 균열 경계면에는 표면력 적분식 (2.23)을 적용

한다.  균열 부분을 제외한 나머지 경계는 연속적인 경계요소로 모델링하고 변위 적분

식 (2.13)을 적용한다.  외부 경계와 균열이 만나는 곳에서는 한쪽 단이 불연속인 연결

요소 (semi-discontinuous element)를 사용하고 변위 적분식 (2.13)을 적용한다.  Portela 등

의 균열 모델링 기법은 균열과 경계의 교차점, 균열이 꺾이는 점 그리고 균열 선단에서

특별한 처리가 필요하지 않다.  따라서 편측 균열 문제와 내부 균열문제를 효과적으로

모델링할 수 있다.

균열 선단에서는 응력의 r/1  특이성을 나타낼 수 있도록 불연속 특이 요소

[Kebir 1999]를 사용하였다.  이 논문에서 사용하는 2차원의 요소에는 일반적인 이차 요

소(continuous quadratic element), 불연속 요소(discontinuous element), 연속 요소와 불연속

그림 2.5  불연속 이차 경계 요소를 사용한 균열 모델링

discontinuous element

singular element

semi-discontinuous element

node
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요소를 이어주는 연결 요소(semi-discontinuous element), 불연속 특이 요소(singular

element) 등이 있다.  일반적인 이차 경계요소는 절점이 요소의 양 단과 그 중간에 위치

한다.  요소의 지역좌표를 1ξ1 ≤≤− 에서 정의할 때 절점의 좌표는 1ξ1 −= , 0ξ2 = ,

1ξ3 = 이고, 다음과 같은 형상함수를 갖는다.

)ξ1(ξ
2
1

1 −−=Q ,  2
2 ξ1−=Q ,  )ξ1(ξ

2
1

3 +=Q (2.24)

균열면 이산화에 사용되는 불연속 이차 요소는 절점이 3/2ξ1 −= , 0ξ 2 = , 3/2ξ3 = 에서

정의 될 때 형상함수는 다음과 같다 [Portela 1992, Aliabadi 1993].

)
3
2ξ(ξ

8
9

1 −=Q ,  )ξ
2
31)(ξ

2
31(2 +−=Q ,  )

3
2ξ(ξ

8
9

1 +=Q (2.25)

연속인 요소와 불연속 요소를 이어주는 연결 요소는 절점이 각각 3/2ξ1 −= , 0ξ 2 = ,

1ξ3 = 에 위치하는 경우 다음과 같은 형상함수를 갖는다.

)1ξ(ξ
10
9

3 −=Q ,  )ξ
2
31)(ξ1(2 +−=Q ,  )

3
2ξ(ξ

5
3

3 +=Q (2.26)

다음은 절점이 각각 1ξ1 −= , 0ξ 2 = , 3/2ξ3 = 에 위치하는 연결요소의 형상함수이다.

)
3
2ξ(ξ

5
3

1 −=Q ,  )ξ
2
31)(ξ1(2 −+=Q ,  )1ξ(ξ

10
9

3 +=Q (2.27)

균열 선단에서 응력의 r/1  특이성을 나타낼 수 있도록 고안된 불연속 특이 요소는

절점이 3/2ξ1 −= , 0ξ 2 = , 3/2ξ3 = 에 위치할 때 형상함수는 다음과 같다 [Kebir 1999].
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(2.28)

이때 형상함수의 미분은 1ξ −= 에서 r/1  특이성을 보여준다.  그림 2.6는 식 (2.28)의

형상함수를 도시한 것이다.  1ξ = 에서 그 미분이 r/1  특이성을 보여주는 형상함수는

다음과 같다.

그림 2.6 불연속 특이요소의 형상함수
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피로 균열의 성장은 새로운 균열 선단에 불연속 특이 요소를 추가하고, 기존의 균

열 선단 요소는 불연속 요소 (2.25)로 변환하여 모델링 한다. 균열 증분 마다 마주보는

2개의 요소와 6개의 절점이 추가로 생성된다.

2.1.4 경계적분식의 적분

일반적으로 경계요소법에서는 이산화 된 경계적분식을 Gauss quadrature를 이용하여 수

치적분 한다.  경계적분식을 수치적분 할 경우 정확한 값을 얻기 위하여 많은 수의

Gauss point를 사용하게 되고, 계산시간이 오래 걸려 비효율적인 방법이 될 수 있다.

또한 y와 적분 되는 경계요소 사이의 거리가 너무 가까울 경우 Kelvin의 해가 특이에

그림 2.7  경계 적분을 위한 개념도
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X 1 ξ

x
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가까워져서 부정확한 값을 얻을 수 있다는 단점이 있다.  이 논문에서는 이산화 된 2

차원 경계적분식을 해석적으로 적분하여 계산 시간을 단축하고 y와 적분 되는 경계요

소사이의 거리에 관계 없이 정확하게 적분한다.

경계면을 그림 2.7과 같이 각 요소 당 세 개의 절점을 갖는 2차 경계요소로 이산화

한다.  경계요소가 심하게 왜곡 되지 않게 하기 위하여 각 경계요소의 두 번째 절점의

좌표는 첫번째와 세 번째 절점 좌표의 평균값을 갖도록 하여 경계요소의 형상이 선형이

되도록 한다.  요소내의 임의의 점 x는 요소를 구성하는 절점 좌표와 형상함수에 의해

결정되므로 r의 성분은 다음과 같다 [박천종 1998].

i
e
ii

k
ikiii lyXNyxr χ

2
1ξ)ξ( +

+
=−⋅=−= (2.30)

여기서, e
il 과 iχ 는 그림 2.7의 관계로부터 다음과 같이 기술된다.

13
ii

e
i XXl −= (2.30a)

iii yX −= 1χ (2.30b)

식 (2.30)의 관계를 이용하면 식 (2.13), (2.21)의 경계적분식을 ξ의 함수로 표현하여 해

석적으로 적분 할 수 있다.  이때 Jacobian 행렬식은 매개좌표 ξ와는 무관한 상수로 기

술된다.

2

e
e lJ = (2.31)

여기서, el 는 경계요소의 길이 이다.  2.3.3절에서 정의된 경계요소를 사용하여 경계를

직선으로 모델링 할 경우에는 균열 선단의 특이 요소를 제외하면 이차경계요소, 불연속
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요소, 연결요소 모두 직접 적분이 가능하다. 하중점과 응답이 일치하는 경우에는 변위

와 표면력의 경계적분식은 각각 1차와 2차의 특이점을 포함하고 있다. 외부 경계면에

서는 강체운동 조건으로부터 간접적으로 이산화 된 시스템의 대각성분을 얻을 수 있지

만, 균열면에 위치한 절점에서는 직접적분을 수행하여야 한다. 경계적분식의 직접적분

에 필요한 해석적인 적분식들은 부록에 수록 하였다.
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2.2 응력확대계수 산정

피로 균열의 성장 경로와 성장률은 균열 선단의 응력상태로부터 결정된다.  선형탄성균

열역학에서는 균열 선단의 응력상태를 응력확대계수로 나타낸다. 응력확대계수는 구조

물의 하중 상태와 기하형상에 의해 결정된다. 이 절에서는 혼합모드의 응력확대계수 산

정법으로서 변위 외삽법과 J-integral에 기초한 에너지법을 기술하고, J-integral을 이중경

계요소법에 적용할 때 발생하는 수치적인 문제를 밝힌다.

2.2.1 선형탄성균열역학과 응력확대계수

선형탄성균열역학에서는 균열의 길이에 비하여 균열 선단 주변의 소성 영역이 매우 작

다고 가정하여 균열 선단에서 응력이 무한히 커지는 것을 허용한다. 균열 선단의 응력

특이성(singularity)의 정도는 응력확대계수로 정량화 시킬 수 있다.  균열 선단 주위의

응력장과 변위장은 해석적인 방법으로 유도된다[Gdoutos 1990, Hellan 1984]. 그림 2.8에

는 무한판의 내부에 크기가 2a 인 균열을 포함하고 있고 한쪽 균열 선단에서 직교 좌

표계 (x1, x2)와 극좌표계 ( θ,r )가 정의되어 있다. 무한대의 경계면에 수직방향 인장응력

∞σ , 수평방향 인장응력 ∞σk , 그리고 전단력 ∞τ 이 작용하고 있다. 이때 균열 선단 근

방에서 직교 좌표계로 변환된 응력장과 변위장은 각각 다음가 같다.
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여기서, E , v , 그리고 µ는 각각 탄성계수, 포아송비 그리고 전단 탄성계수 이다. κ는

평면변형 문제와 평면응력 문제에서 각각 다음과 같이 정의 된다.

ν43κ −=   (plane strain) (2.34a)

ν1
ν3κ

+
−

=   (plane stress) (2.34b)

그림 2.8 무한판의 균열 선단에서의 극좌표계
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0σ 는 균열에 평행한 방향으로 작용하는 응력의 정규항 (regular term)으로 다음과 같다.

∞−=−= σ)1(σσσ 22110 k (2.35)

식 (2.32) 과 (2.33)에서 IK 와 IIK 는 일차모드 (opening mode)와 이차모드 (sliding mode)

의 응력확대계수로서 각각 다음과 같이 기술된다.

aK πσI ∞= (2.36a)

aK πτII ∞= (2.36b)

인장응력을 받는 유한한 크기의 균열판에서 일차 모드의 응력확대계수는 다음과 같이

정의할 수 있다.

aYK πσgI = (2.37)

여기서, σ는 유한판에 작용하는 인장응력이고, gY 는 균열의 성장에 따라 변화하는 기하

형상의 함수이다. 임의의 기하형상을 갖는 유한체에서는 gY 를 해석적으로 산정할 수

없기 때문에 수치적인 방법으로 응력확대계수를 산정하여야 한다.  혼합모드의 응력확

대계수는 균열 선단 근방에서 수치적으로 산정한 응력장과 변위장을 식 (2.32)와 (2.33)

로 제시된 해석해와 비교하여 산정할 수 있다. 응력확대계수를 평가하는 대표적인 방법

으로는 변위 외삽법 (displacement extrapolation method) [Kebir 1999] 과 J-integral 또는 변

형에너지 방출률에 기초한 에너지법이 있다.
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2.2.2 변위 외삽법

변위 외삽법은 마주하는 균열면 상의 몇 개의 절점으로부터 응력확대계수를 얻고 이들

로부터 균열 선단의 응력확대계수를 선형 보간하여 구한다. 그림 2.9은 균열 선단을 불

연속 경계요소[Portela 1992, Kebir 1999]로 이산화 한 형상을 보여주고 있다.  평면변형

문제에서 그림 2.9과 같은 균열 선단을 원점으로 하는 극 좌표계를 고려하면, 균열면

상의 마주보는 절점에서의 변위의 차이는 식 (2.33)로부터 다음과 같다.

π2µ
1κ

Iπθ2πθ22
rKuuu +

=−=∆
−==

(2.38a)

π2µ
1κ

IIπθ1πθ11
rKuuu +

=−=∆
−==

(2.38b)

식 (2.38)로부터 일차모드와 이차모드의 응력확대계수는 다음과 같다.

r
uK π2

1κ
µ

2I +
∆= (2.39a)

그림 2.9 균열 선단의 불연속 경계 요소
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r
uK π2

1κ
µ

1II +
∆= (2.39b)

그림 2.9에서 마주보는 절점 A와 B 그리고 절점 C와 D에서 각각의 응력확대계수를

산정하고 이 두 값으로부터 균열 선단에서의 값을 선형적으로 보간하면 다음과 같다.

L
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1535( 11II +

∆⋅−∆⋅= (2.40b)

식 (2.40)를 이용한 변위 외삽법은 균열 선단에서 응력 특이성을 표현할 수 있는 불연

속 특이요소 (2.28)를 사용한 이중경계요소법에 직접적으로 적용할 수 있기 때문에 계

산이 용이하면서도 높은 정도의 응력확대계수를 산정할 수 있다.

2.2.3  J-integral 에 기초한 에너지법

균열 길이가 a인 구조물의 에너지방출률 G는 다음과 같이 정의된다 [Kanninen 1985].

da
dG Π

−= (2.41)

여기서, Π는 구조물의 탄성변형 에너지이다.  에너지 방출률은 가상균열진전법(virtual

crack extension method) [Haber 1985]을 이용하여 수치적으로 산정할 수 있다.  선형탄성문

제에서 에너지방출률은 균열면을 포함하는 구조물의 외부 경계면 Γ0를 적분경로로 하

는 J-integral과 동일하다 [Herrmann 1981]. J-integral은 다음과 같이 정의 된다.



35

Γ
∂
∂

−= ∫
Γ

d
x
utWnJ i

i )(
1

1 (2.42)

여기서, W 는 단위변형 에너지이고, n은 적분 경로의 외향 법선 벡터이다. J-integral은

균열 선단을 포함하는 적분 경로에 무관하게 일정하다고 알려져 있다 [Rice 1968]. 그림

2.10은 꺾인 균열 선단을 포함하고 있는 균열체이다. Γ0는 균열면을 포함한 균열체의

외부 경계면이고, Γ1는 직선의 균열면 안쪽에서 정의된 적분 경로이다. Γ1의 직선 균열

면에서는 01 == nti 이어서 J-integral의 피적분항이 영이 되기 때문에 적분경로에서 균

열면을 제외할 수 있다 [Kanninen 1985].  그러나 그림 2.10의 외부 경계면 Γ0와 같이

적분 경로가 꺾인 점을 포함하고 있거나 균열면이 곡선이라면 균열 선단을 포함하는

균열면에서 적분을 수행하여야 한다.

단일 모드에서는 에너지 방출률이나 J-integral로 일차모드의 응력확대계수를 산정

할 수 있지만 혼합모드의 경우에는 각 모드에 해당하는 응력확대계수로 분리하여야 한

다. J-integral법을 이용한 혼합모드의 모드 분리법은 Jk-interal법 [Reimers 1991], Kitagawa

그림 2.10  J-integral에서의 적분경로

Γ1
Γ0

x1

x2

û

t̂
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에 의해 제안된 모드 분리법 [Portela 1992], mutual integral법 [Yau 1980, Chen 1977] 등이

있다. Kitagawa의 모드 분리법은 균열 선단 근방의 변위장과 응력장이 대칭 모드와 비

대칭 모드로 분리하는 특성을 이용하고, mutual integral 법은 균열 선장의 해석 해를 이

용하기 때문에 두 방법 모두 적분 영역이 직선의 균열 선단으로 제한된다. 이에 비하여

Jk-interal법은 균열이 곡선이거나 꺾이어도 적분 영역에 관계없이 응력확대계수를 분리

하여 산정할 수 있다.

Jk-integral은 균열 선단에서 k 방향으로 진전하는 단위 균열에 대하여 다음과 같이

정의된다.

∫
Γ

→Γ
Γ−=

ε
ε

)(lim ,0
dutWnJ kjjkk (2.43)

여기서, εΓ 는 균열 선단을 둘러싼 폐곡선이다. 1=k 인 경우에는 식 (2.42)의 J-integral

그림 2.11  J2 적분을 위한 적분경로

r
Γr

Γ − Γr

+Γc

−Γc
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과 동일하다.  균열 선단에서 임의의 방향 θ의 단위 균열 진전에 대한 J-integral θJ 와

Jk-integral은 다음 관계식을 만족한다.

θsinθcos 21θ JJJ += (2.44)

여기서, 식 (2.32)과 (2.33)의 응력장과 변위장으로부터 1J 과 2J 는 각각 다음 관계식을

만족한다.

)(ν1 2
II

2
I

2

1 KK
E

J +
−

= (2.45a)

III

2

2
)ν1(2 KK

E
J −

−= (2.45b)

직선의 균열에서 유한한 면적을 갖는 적분경로를 고려할 때, 1J 은 적분경로에 무관하

게 일정한 값을 주지만, 2J 는 균열면에서의 적분을 수행하여야 path-independence를 만

족한다. 그림 2.11은 2J  적분을 위한 적분경로를 보여주고 있다. 균열 선단을 둘러싸는

반지름이 )( ar << 인 적분경로는 원형의 경계 rΓ 와 상하 균열면의 경계 +Γc , −Γc 로 구

성된다. 식 (2.32)와 식 (2.33)의 균열 선단의 변위장과 응력장의 해석해를 이용하여 균

열면 +Γc 와 −Γc 에서의 2J  적분은 다음과 같다 [Eischen 1987].

rK
E

dnWW
c

0II

2

2 σ
π2

)ν1(8)( −
=Γ−∫

+Γ

+−+
(2.46)

여기서, 위 첨자 (+), (−)는 균열의 상하 경계면 값을 나타낸다.  식 (2.46)에서 정규항

0σ 의 영향을 무시할 수 없는 혼합모드의 하중상태에서는 직선의 균열이라도 균열면을
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따라 적분을 수행하여야 2J 를 정확하게 평가할 수 있다.

균열 선단 근방에서 2J  적분은 응력의 특이성으로 인하여 수치적으로 적분을 수

행하는데 어려움이 있다. 식 (2.46)를 이용하여 2J  적분은 적분경로에서 균열 선단 근

방 영역을 제외시킬 수 있다. 균열 선단 근처의 반지름이 r인 원 영역을 제외시킨 적

분 경로 Γ − Γr 를 설정한다. 반지름이 r인 원 영역의 적분은 식 (2.46)으로 치환하면

2J 는 다음과 같다.

rK
E

rJJ 0II

2

22 σ
π2

)ν1(8)(ˆ −
+= (2.47)

여기서,

Γ−= ∫
Γ−Γ

dutWnrJ
r

kjjk )()(ˆ
,2 (2.48)

이다. 식 (2.47)에서 정규항이 포함된 항은 서로 다른 크기의 1r , 2r 를 설정하여 )(ˆ
12 rJ ,

)(ˆ
22 rJ 를 수치적으로 산정하면 다음과 같이 산정할 수 있다.
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식 (2.42)과 식 (2.47)으로부터 1J 과 2J 을 수치해석으로 얻으면 식 (2.45)를 이용하

여 일차 모드와 이차 모드에 대한 응력확대계수는 다음과 같이 분리하여 산정할 수 있

다.
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2.2.4 이중경계요소법에서의 응력확대계수 산정

균열면을 불연속 요소로 이산화하는 이중 경계요소법에서는 J-integral에 기초한 에너지

법을 사용할 수 없다.  불연속 경계요소를 사용하기 때문에 변위장이 요소와 요소 사이

에서 불연속이 되고, 에너지밀도 W 가 균열면에서 유일하게 정의 되지 않기 때문이다.

균열 선단이 꺾이거나 균열면이 곡선이면 식 (2.43)의 Jk-integral에서 균열면에서의

적분값은 에너지밀도에 대한 항이 존재하게 된다. 에너지밀도는 다음과 같이 변위의 일

차 미분으로 정의된다.

jikllkijklijij uuuDW ,,, )(
4
1εσ

2
1

+== (2.47)

여기서, ijklD 는 elasticity stiffness 이다. 균열면을 식 (2.25), (2.26)의 불연속 경계요소로

이산화 하면 요소와 요소 사이에서 변위장은 불연속이 된다.  조각적 연속(piece-wise

continuous)인 변위장은 2L  공간 [Johnson 1987] 에 존재하지만, 변위의 일차 미분은 2L

공간에서 정의되지 않는다.
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따라서 균열 경계면의 에너지밀도 W 는 요소와 요소 사이에서 불연속이 되고, J-integral
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의 선적분은 발산하게 된다. 변위장이 최소한 0C −연속이어야 경계면에서 에너지밀도가

정의되고 J-integral에 기초한 에너지 법을 적용할 수 있다.

이중경계요소법에서 연속인 변위장을 얻을 수 있는 두 가지 방법을 고려할 수 있

다.  첫번째 방법은 균열 선단을 제외한 나머지 균열 경계면을 연속 요소로 이산화하는

것이다.  하중이 제하 되는 점(source point)과 응답 점이 일치할 때, 꺾이는 점과 균열

선단에서 표면력 경계적분식 (2.23)은 적분 불가능하다.  따라서 균열을 곡선 요소로 이

산화하고, 요소와 요소의 접선각이 일치하도록 요소의 형상을 결정하여 꺾이는 점이 발

생하지 않도록 한다.  그러나 편측 균열에서 균열이 시작되는 점은 여전히 표면력 경계

적분식의 적분불능 문제를 피할 수 없기 때문에 꺾이는 부분을 불연속 요소로 모델링

하거나 부드러운 곡선으로 기하형상을 이산화 하여야 한다.  두 번째 방법은 불연속 요

소를 사용하여 산정된 절점의 변위를 외삽하여 변위장을 연속화 시키는 것이다. 그러나

외삽하여 연속화된 변위장의 해의 공간은 이중경계적분식을 정확히 만족시키는 변위장

의 해 공간과 일치하지 않기 때문에, 균열 성장과 같이 해석 결과로부터 해 공간의 재

정의가 필요한 문제에서는 반복적인 보정 과정에서의 수렴성을 보장할 수 없다.

J-integral에 기초한 본래의 에너지법은 이론적으로는 적분경로에 무관하게 일정하

고 수치적으로도 안정된 해를 준다. 그러나 이러한 장점에도 불구하고 이중경계요소법

을 사용할 경우에는 불연속 변위장으로 인하여 J-integral에 기초한 에너지법을 직접적

으로 적용할 수 없다. 앞의 두 번째 방법으로 연속인 변위장를 얻어서 이로부터 J-

integral을 산정하더라도 변위 외삽법과 마찬가지로 사용된 변위장이 시스템방정식을

만족시키는 변위장의 해의 공간에 포함되는 것을 보장할 수 없는 문제가 있다. 따라서

이 논문에서는 변위 외삽법을 이용하여 혼합모드의 응력확대계수를 산정한다.



2.3 피로 균열의 성장 모델링

반복적인 피로하중을 받는 강재는 재료적으로 또는 구조적으로 가장 취약한 부분에서

응력집중 현상이 발생하여 균열이 발생하고 이러한 균열이 지속적으로 성장하여 결국

에는 파괴에 이르게 된다.  강재의 피로수명은 균열의 크기를 기준으로 구분할 수 있다.

미세구조(micro-structure)의 재료적인 결함에서 시작하여 선형탄성균열역학(Linear Elastic

Fracture Mechanics)이 적용 가능한 크기의 균열로 성장하기까지의 수명과 구조물이 파괴

에 이르는 나머지 수명으로 나눌 수 있다. 그림 2.12은 피로-강도 곡선(S-N curve) 상에

서 미세균열(micro-crack)의 성장에 대한 피로수명과 전체 피로수명을 보여주고 있다.

낮은 피로응력에 대해서는 전체 피로수명에서 균열의 발생과 미세균열의 성장이 대부

분을 차지하고, 높은 피로응력에 대해서는 거시적인 균열(macro-crack)의 피로 성장이

전체 피로수명에서 차지하는 비중이 높아진다. 그림 2.13은 미세균열과 거시적인 균열

의 피로 성장률 곡선을 도시한 것이다.  거시적인 균열에 대해서는 응력확대계수의 크

그림 2.12 피로-강
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기에 따라 성장률을 기준으로 그림 2.13와 같이 세 영역(I, II, III)으로 나눈다.  영역 I

은 균열 성장에 필요한 임계 응력확대계수(∆Kth)의 영향을 받는 영역이고 영역 III는 파

괴 직전(KC)의 영역이다.  영역 II는 응력확대계수와 피로 균열 성장률의 대수관계가

선형의 안정적인 균열 성장을 보여주는 영역으로서 Paris-Erdogan 방정식이 적용 가능한

영역이다. 영역 I과 영역 III를 포함하여 적용할 수 있는 변형된 Paris-Erdogan 방정식

이 제안되었다  [Taylor 2002].  미세균열에 대해서는 재료의 미세구조를 고려한 미세균

열이론 (small crack theory)를 적용해야 하기 때문에 선형탄성균열역학만으로는 접근하는

데 한계가 있다 [McDowell 1997, Newman 1999, Taylor 2002].

이 절에서는 그림 2.14와 같이 피로 균열 성장을 세 단계로 나누어 균열 해석을

수행한다.  선형탄성균열역학을 적용할 수 있는 최소의 균열 길이인 하한계 균열길이

(l0)보다 작은 미세균열에 대해서는 성장률이 일정하다고 가정하여 피로 수명을 근사한

그림 2.13 미세 균열과 거시적인 균열의 성장률 곡선
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다.  거시균열의 초기 성장 단계에서는 응력확대계수의 기하형상함수의 변화가 매우 작

기 때문에, 무한 균열판의 해석해를 적용하여 균열 해석을 수행할 수 있다.  기하형상

함수의 변화를 무시할 수 없는 나머지 거시균열의 성장은 이중경계요소법으로 수치해

석을 수행한다.  혼합모드의 하중상태에서 거시 균열은 증분법에 기초하여 성장을 수치

모사한다.  기존의 접선법에 기초한 성장 모델링 기법의 단점을 극복하고자 할선법에

기초한 반복적인 균열 성장 모델링 기법을 제안한다.  미세 균열과 거시 균열의 전체

피로수명으로부터 피로-강도 곡선을 수치적으로 산정한다.

그림 2.14 피로 균열의 성장 해석

무한 균열판 해석

(Yg ≅ const.)

DBEM으로 수치해석

미세균열

(a < l0)

거시균열 (a > l0)

l0 acra0
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2.3.1 피로 균열 성장 기준

균열체의 피로수명을 구조해석으로부터 수치적으로 평가하기 위해서는 성장 경로와 성

장률(growth rate)을 정확하게 산정하는 것이 중요하다. 피로 균열은 혼합모드의 하중 상

태에서 혹은 구조물의 비대칭 기하형상으로 인하여 곡선으로 성장한다. 피로 균열 문제

에서는 동적인 효과는 고려하지 않기 때문에 성장 속도가 성장 곡선에 영향을 미치지

않는다.  성장 곡선의 경로는 하중 상태, 구조물의 기하형상에 따라 결정되고, 성장률은

균열 선단의 응력상태와 재료적인 특성에 영향을 받는다.  피로 균열의 성장 경로나 성

장률은 응력확대계수로부터 결정된다.

이 논문에서는 균열 성장률은 Paris-Erdogan 방정식에 의해 산정하고, 성장 방향은

최대주응력 기준으로부터 결정한다.  그림 2.15과 같이 일정한 주기와 크기의 피로 하

중을 받는 부재의 성장률은 다음과 같다.

mKC
dN
da )(∆= (2.49)

그림 2.15 일정한 크기와 주기를 갖는 피로하중

시간

피
로
응
력

σmax

σmin

∆σ

σmean
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여기서, a와 N은 각각 균열의 길이와 피로하중의 반복 회수이고, C와 m은 성장률 계

수로서 실험에 의해 결정되는 재료의 특성치이다. ∆K는 응력확대계수의 최대값과 최소

값의 차이로서 다음과 같이 정의 된다.

aYKKK g πσminmax ∆=−=∆ (2.50)

여기서, minmax σσσ −=∆ 이다.  피로응력이 0σmin = 인 경우에는 maxσσ =∆ 이고, ∆K = Kmax

가 된다.  응력확대계수는 혼합모드의 경우에는 일차모드에 상당하는 등가의 응력확대

계수가 사용되는데 최대주응력 기준에 의하면 다음과 같다.

2
sin

2
cos3

2
cos 2

II
3

I
ϕϕ

−
ϕ

= KKK (2.51)

여기서, ϕ는 균열 선단의 지역 좌표계를 기준으로 할 때의 균열 성장 접선각이다.  최

대주응력 기준에 의하면 접선각 ϕ는 다음 관계식을 만족한다.

0)1cos3(sin III =−ϕ+ϕ KK (2.52a)

식 (2.52a)를  ϕ에 대하여 정리하면 다음과 같다.

)3(tan)
9

(sin
I

II1

2
II

2
I

II1

K
K

KK

K −− −
+

=ϕ (2.52b)

최대주응력 기준에 의하면 전단응력이 최소가 되는 방향으로 균열이 성장한다.  즉 새

로운 균열 선단의 지역좌표계에서는 항상 이차 응력확대계수가 영이 되는 방향으로 균

열이 성장한다 ( 0II =K ). 만약 균열의 성장이 연속이고 미분 가능한 부드러운 곡선을
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이루면 성장할 경우에는 새로운 균열 선단에서는 0=ϕ  이 된다.  직선 균열에 대한

전단모드의 하중상태 ( 0I =K )일지라도 균열이 0=ϕ 의 순수한 전단모드로 성장하지 않

는다. 식 (2.52a)에서 전단모드의 하중상태 ( 0I =K )에서 균열의 성장 방향은 05.70±=ϕ

이고 실험 결과와 대체로 일치한다.  이것은 전단에 대한 파괴인성 ( IICK )이 일차모드

의 파괴인성 ( ICK )에 비하여 상대적으로 크기 때문이다 [Lo 1996].

2.3.2 미세균열의 피로수명

식 (2.49)의  Paris-Erdogan 방정식은 그림 2.13의 영역 II에서 유효한 피로 균열 성장률

식이다. 균열이 급속도로 성장하여 파괴에 이르는 영역 III가 전체 피로수명에서 차지

하는 비중이 극히 작으므로 이 논문에서는 고려하지 않는다. 임계 응력확대계수( thK∆ )

가 지배적인 영역 I의 거동을 추가로 고려하기 위해 다음과 같이 수정된 Paris-Erdogan

방정식이 제안 되었다 [Taylor 2002].

mKKC
dN
da )( th−∆= (2.53)

식 (2.53)의 수정된 Paris-Erdogan 방정식을 사용하더라도 재료의 미세구조의 영향을 받

는 미세균열의 성장률을 산정하는 데는 적합하지 않다. 미세균열에 대해 다음과 같은

몇 가지 특징이 알려져 있다. 우선 미세균열은 임계 응력확대계수보다 작은 응력 상태

에서도 성장한다.  또한 같은 응력상태에서 미세균열의 성장률이 거시적인 균열의 성장

률보다 더 큰 값을 갖는다.  미세균열은 Paris-Erdogan 방정식과 같은 어떤 일정한 법칙

을 찾기 어려울 만큼 다양한 양상을 보여준다.  이와 같은 특징을 보여주는 미세균열에

대해서는 연속체 역학(continuum mechanics)으로 접근하는데 한계가 있다.  그림 2.16는
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일정한 크기의 응력확대계수 K∆ 에 대하여 균열 길이와 피로 응력의 관계를 도시한 것

으로 특정 균열 길이 이하에서는 피로 최저 한계 응력보다 더 커지지 않는다. 그림

2.16로부터 Paris-Erdogan 방정식을 적용할 수 있는 하한계 균열 길이는 다음과 같이 산

정 할 수 있다 [Hudak 1981].

2

eg

th
0 )

σ
(

π
1

∆
∆

=
Y

Kl (2.54)

여기서, eσ 는 피로 한계(endurance limit)로서 이보다 작은 응력 상태에서는 피로 균열이

성장하지 않는다. 피로 한계 eσ 는 극한강도(ultimate strength) 그리고 최대 피로응력과

최저 피로응력의 비에 따라 변화한다 [Barsom 1977, Bannantine 1990].

0la < 인 미세균열에 대해서는 재료의 미세구조의 영향을 받게 되고, 이 보다 큰

균열은 임계 응력확대계수(Threshold)의 영향을 받게 된다.  하한계 균열길이 0l 보다 작

은 미세균열에 대해서는 미세구조를 고려하여 피로수명을 산정하여야 하지만, 이 논문

에서는 미세균열의 성장률이 균열 길이가 0l 일 때의 성장률과 같다고 가정한다.

그림 2.16 피로 임계 응력과 균열 길이

Log (a)

∆σe

Lo
g 

( ∆
σ)

)(πσ 0laK +∆=∆

aK πσ∆=∆

Log (l0)
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mKC
dN
da )( 0∆= ,  ( 0la < ) (2.55)

여기서, 0K∆ 는 균열 길이가 0l 일 때의 응력확대계수로서 다음과 같다.

00g0 πσ lYK ∆=∆ (2.56)

식 (2.56)에서 0gY 는 0la = 일 때의 응력확대계수의 기하형상 함수이다.  그림 2.17은

미세균열과 거시적인 균열의 성장률 모델을 보여주고 있다.  그림에서 0K∆ 는 thK∆ 보

다 큰 값을 갖고, eσσ = 인 경우에 th0 KK ∆=∆ 이 된다.  식 (2.74)로부터 미세 균열의

피로 수명을 다음과 같이 산정한다.

그림 2.17 미세균열의 성장률 모델

∆K (log scale)
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ro

w
th

 ra
te

, d
a/

dN
 (l
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 sc

al
e)

0K∆

thK∆ CK

Macro-crack (a > l0)

Micro-crack (a < l0)
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m

m

m YC
l

KC
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0g

2/1
0

0

0
0

∆
=

∆
=

−

(2.57)

2.3.3 무한 균열판의 피로 해석

응력확대계수는 균열 길이의 함수이므로 0σmin = 일 경우, 식 (2.49)을 균열 길이에 대한

적분식의 형태로 표현하면 다음과 같다.

da
aYC

da
aCK

N
NN a

a
m

a

a
m ∫∫ ==

00
)πσ(

1
)(

1

g

(2.58)

여기서, 0a 와 Na 은 각각 초기의 균열 길이와 N회의 피로하중 재하로 성장한 균열의

길이이다.

초기 거시균열은 기하형상함수 gY 의 변화가 매우 작기 때문에, 기하형상함수가 일

정한 무한 균열판의 해석해를 적용하여 성장해석을 수행할 수 있다. 인장 피로 하중을

받는 무한판에서 균열은 직선으로 성장하기 때문에 성장률만을 고려하는 문제로 단순

화 시켜서 해석적으로 접근할 수 있다. 인장응력을 받는 무한판에서는 식 (2.37)의 기하

형상 함수 gY 는 균열의 길이에 관계없이 일정한 값을 갖는다. 즉, 무한판의 내부 균열

에서는 gY =1.0 이고, 편측 균열에서는 gY = 1.12이다.  무한 균열판의 경우, Paris-Erdogan

방정식 (2.58)은 다음과 같다.

da
aYC

N
Na

a
mm ∫=

0

2/
g

1
)πσ(

1
(2.59)

식 (2.59)는 다음과 같이 해석적으로 적분 된다.
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성장 후의 균열의 길이는 피로 하중의 재하 회수와 초기 균열길이에 대한 다음의 비선

형 함수로 주어진다.
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2.3.4 증분법을 이용한 피로 균열의 성장 해석

유한한 크기의 균열판이 일차모드의 피로 하중을 받을 경우, 피로 균열의 초기 성장 과

정에서는 균열 선단의 응력상태가 원역 응력장 (remote stress, ∞σ )에 의하여 결정되기 때

문에 무한 균열판에 대한 식 (2.61)을 이용하여 균열 성장 해석을 수행 한다.  그러나

임의의 기하형상을 갖는 혼합모드의 균열판에서 응력확대계수를 산정하기 위해서는 수

치 해석법을 적용하여야 한다. 유한 균열판에 대한 혼합모드의 피로 수명을 수치적으로

산정하기 위해서는 증분법에 기초하여 피로 균열 성장을 이산화 하여야 피로 성장에

따른 기하형상의 변화를 고려할 수 있다.

식 (2.58)로부터 균열 성장을 이산화하는 두 가지 방법을 고려할 수 있다.  첫번째

방법은 주어진 일정한 크기의 균열 증분( â∆ )으로 균열을 성장시키면서 피로 하중 재하

회수의 증분( N∆ )을 산정하는 것이고, 두 번째 방법은 주어진 피로하중 재하 회수의 증
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분( N̂∆ )에 대하여 균열 증분( a∆ )을 결정하는 것이다. 피로 균열 문제에서는 초기 균열

성장 과정이 대부분의 피로수명을 차지한다. 이 논문에서는 피로수명을 정확히 산정하

기 위하여 두 번째 방법으로 균열 성장을 이산화 한다.

그림 2.18는 균열의 성장에 따라 Paris-Erdogan 방정식의 피적분 함수를 이산화한

것으로서 피로하중 재하 회수의 증분( N∆ )과 균열 증분( a∆ )의 관계를 보여주고 있다.

식 (2.53)의 피로하중 재하 회수 N을 n  등분하여 Paris-Erdogan 방정식을 다음과 같이

이산화 한다.

∑ ∫∑
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a
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p
p da

CK
NN

p

p
11

1

1
(2.62)

여기서, p는 피로 하중 재하 단계 또는 피로 균열 성장 단계를 나타내는 첨자이다. 혼

합모드의 피로 균열 성장을 모델링하는 방법으로서 접선법에 기초한 방법과 할선법에

기초한 증분법이 있다.  접선법에서는 초기 성장 접선 방향과 초기 성장률을 이용하여

그림 2.18 균열 성장의 이산화
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균열 성장을 모델링 한다. 주어진 pN̂∆ 에 대하여 균열 증분을 전 단계의 초기 균열 성

장률을 이용하여 다음과 같이 산정한다.

pp
m

p NaCKa ˆ)( 1 ∆=∆ − (2.63)

곡선의 균열 성장을 직선의 균열 증분으로 이산화할 경우에 새로운 균열 선단의 위치

를 결정하기 위하여 최대주응력 기준식 (2.52)로부터 성장 접선 방향을 결정한다. 접선

법에서 n회의 피로 하중 재하 후의 균열 길이와 균열 각은 각각 다음과 같다.

∑
=

∆+=
n

p
pn aaa

1
0 (2.64a)

∑
=

ϕ+=
n

p
pn

1
0θθ (2.64b)

여기서, θ0 는 초기 균열의 방향각이고, ϕp 는 p 번째 피로 균열 성장 단계에서의 균열

성장 접선각이다.

2.3.5 할선법에 기초한 반복적인 피로 균열 성장 모델링 기법

주어진 ∆N 에 대하여 접선법에 기초하여 혼합모드의 피로 균열 성장을 이산화 하면,

실제 성장 곡선에서 벗어나게 된다.  또한 일차모드의 균열 성장이라도 초기의 균열 선

단에서 평가된 응력확대계수로부터 성장률을 산정하면 균열 증분이 작게 평가된다.  이

절에서는 할선법에 기초한 혼합모드의 피로 균열 성장 모델링 기법을 제안하다.  할선

법에서는 성장 후의 응력상태를 고려하여 균열 증분에 대한 성장 곡선을 반복적으로

보정한다. 균열의 성장 곡선을 포물선으로 가정하고 새로운 균열 선단에서 가정한 포물
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선의 기울기와 구조해석으로부터 산정한 균열 성장방향이 같아지도록 반복적으로 포물

선의 곡률을 보정한다. 즉 새로운 균열 선단에서 0II =K  또는 0=ϕ 가 되도록 포물선

을 결정한다.  그림 2.19은 혼합모드의 피로 균열 성장 단계 p에서의 균열 성장 곡선

을 보여준다.  접선법에서는 전 단계 ( p −1)에서 산정한 성장 접선 방향 pϕ 만으로 새

로운 균열 선단의 위치를 결정하기 때문에 실제 곡선에서 벗어나게 된다.  할선법에서

는 증분 곡선의 곡률 변화에 의해 발생하는 추가적인 방향각의 변화량 pθ∆ 를 고려하

여 균열 선단의 위치를 결정한다. 할선법에서 n회의 피로하중 재하 후의 균열 길이와

곡선의 방향각은 각각 다음과 같다.

∑
=

∆+=
n

p
pn aaa

1
0 (2.65a)

∑
=

∆+ϕ+=
n

p
ppn

1
0 )θ(θθ (2.65b)

그림 2.19 피로 균열의 성장 곡선
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식 (2.65a)에서 균열 증분 pa∆ 는 이산화된 Paris-Erdogan 방정식 (2.62)에서 고정된

pN∆ 에 대하여 사다리꼴 공식(trapezoidal rule)으로 다음과 같이 수치적분 한다.
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a
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a
da
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+
∆
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∫
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(2.66)

식 (2.66)에서 피로하중 재하 단계 p에서의 응력확대계수 )( paK 는 pa∆ 에 대한 비선

형 함수이다. 주어진 pN∆ 에 대하여 균열 증분을 pa∆ 을 정확하게 산정하기 위해서는

다음과 같이 반복적인 보정을 수행하여야 한다.
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여기서, q는 균열 증분의 보정 횟수를 나타내는 첨자이다.

식 (2.65b)에서 ∆θp 는 균열 성장 곡선의 곡률변화에 의해 발생하는 추가적인 각의

변화량이다.  미분 가능한 부드러운 곡선에서 두 점 사이의 곡선의 길이 ∆ap 와 각의

변화량 ∆θp 은 곡선 벡터 ))(),(()( sysxs =X 로부터 다음과 같이 정의 된다.
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성장 곡선과 새로운 균열 선단을 추정하기 위하여 그림 2.19과 같이 균열 선단을 원점

으로 하고, 성장곡선에 접하는 방향을 지역 좌표계의 x축이 되도록 설정하여 포물선
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( 2bxy = )을 가정한다.  포물선의 원점과 새로운 균열 선단 ),( pp yxC  사이의 곡선의 길

이와 각의 변화는 식 (2.68a) 과 (2.68b)로부터 각각 다음과 같다.

)412ln412(
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141 2222
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22
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x

p xbbxxbbx
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++++=+=∆ ∫ (2.69a)
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식 (2.69b)으로부터 포물선의 계수 b는 다음의 관계식을 만족시킨다.

p

p

x
b

2
)θtan(∆

= (2.70)

성장곡선을 포물선으로 모델링하면, 곡선의 시작점에서 좌표와 접선각이 같고, 끝단에

서 접선각이 같도록 모델링할 수 있다.

이 논문에서는 수치 해석법으로서 이중경계요소법을 사용하므로 균열을 경계요소

로 이산화하여 경계적분을 수행하게 된다.  곡선 균열 면에서 경계적분의 어려움을 피

하기 위하여 포물선의 균열 증분을 직선으로 이산화하여 적분을 수행한다. 그림 2.20는

곡선의 성장 곡선을 직선으로 이산화한 기하 형상을 보여주고 있다. 그림에서 점선은

곡선의 성장 괘적이고 굵은 실선은 이산화 된 균열을 나타낸다. 그림에서 (~)는 이산화

된 변수를 나타내고, 포물선의 양단을 잇는 할선각은 다음과 같다.

ppppppp ϕ−∆+ϕ+=ϕ−= −
~θθ~θθ~ 1 (2.71)

여기서, pϕ~ 는 직선으로 이산화 된 새로운 균열 선단에서 산정된 성장 접선각이다.  최
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대주응력 기준에 의하면 균열이 연속이고 미분 가능한 부드러운 곡선을 이루면 새로운

균열 선단에서 0=ϕ p 이지만, 포물선의 균열 곡선을 직선으로 근사하기 때문에 0~ ≠ϕ p

이다.  포물선의 곡률에 의해 추가로 발생하는 방향각의 변화는 그림 2.20의 직선으로

이산화 된 기하형상으로부터 다음과 같다.

1
1 ~)(tanθ +

− ϕ+=∆ p
p

p
p x

y
(2.72)

할선법에서 균열 증분과 할선각은 다음 과정으로 산정한다. 초기 피로하중 재하단

계 ( p −1)에서는 접선법에 기초하여 균열 증분을 성장 시키고 포물선을 가정한다. 임의

의 피로하중 재하단계 p에서는 식 (2.67)로부터 균열의 증분 q
pa∆ 을 산정하고, 식

(2.69a)의 비선형 방정식을 풀어서 성장 후의 균열 선단의 좌표 ),( q
p

q
p yxC 를 산정한다.

새로운 균열 선단에서 산정한 응력확대계수로부터 1
~

+ϕ p 를 결정하고, 식 (2.72)과 (2.70)

그림 2.20 포물선의 균열 증분을 직선으로 이산화
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로부터 ∆θp 와 b를 각각 다음과 같이 보정한다.
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반복적인 성장 모델링 과정에서 균열 증분과 성장각에 대해 다음의 수렴조건을 적용한

다.
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여기서, aε 와 θε 는 각각 균열 길이와 방향각의 오차에 대하여 사용자가 정의하는 허용

치이다.

2.3.6 피로-강도 곡선

미세 균열의 피로 수명과 거시적인 균열의 피로 수명으로부터 피로-강도 곡선식을 유

도할 수도 있다. 미세 균열의 피로 수명 0N  은 식 (2.00)으로부터 산정하고, 거시적인

균열의 피로수명은 Paris-Erdogan 방정식을 적분하여 산정한다.  균열이 파괴에 대한 임

계 길이 cra 까지 성장하는데 소요되는 피로 하중의 재하 회수는 다음과 같다.
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Paris-Erdogan 방정식에서 피로 응력은 균열 길이와 무관한 변수이므로 식 (2.76)는 다음

과 같다.
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π
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식 (2.77)의 양변에 로그를 취하면 피로-강도 곡선식을 유도할 수 있다.

Tln1)σln( N
m

D −=∆ σ (2.78)

여기서, σD 는 균열의 길이를 포함한 구조물의 기하 형상과 성장률 물성치에 의하여

결정되는 피로-강도 곡선의 절편으로서 다음과 같다.

그림 2.21 피로-강도 곡선과 피로수명의 확률분포

피로수명 N (Log scale)

95% 신뢰한계선

평균 피로-강도 곡선

피
로
응
력

 ∆
σ 

(L
og

 sc
al

e)

피로한계

m
1

N

P



59













+= ∫
−

σ da
aYCYC

l
m

D
a

l
mmmmm

m cr

0

2/
g

2/
0g

2/

2/1
0 1

π
1

π
)(ln1

(2.79)

시방서에서 사용하는 피로-강도 곡선은 설계요소의 불확실성을 고려하기 위하여

실험을 통하여 얻어진 평균적인 곡선의 95%  하한 곡선으로 결정된다. 그림 2.21은 피

로-강도 곡선에서 주어진 피로응력에 대한 피로수명의 확률분포를 보여주고 있다. 피로

성장에 대한 수치해석으로 피로수명의 평균과 분산을 산정할 수 있다면, 이에 대한

95% 신뢰도 한계선을 결정할 수 있다.



60

2.4 피로 균열 성장 예제

네 가지 편측 균열 예제를 수행하였다. 첫번째 예제는 균열 선단이 꺾인 균열에서 응력

확대계수를 산정하는 문제이고, 두 번째 예제는 인장 피로 응력을 받는 일차모드의 균

열 성장 문제, 세 번째는 전단 피로 응력을 받는 혼합모드의 균열 성장 문제이다. 네

번째 예제에서는 반복적인 보정이 없는 접선법과 제안된 할선법을 이용한 반복적인 균

열 성장 해석을 비교하여 제안된 방법의 타당성을 검증한다.

모든 예제에서 사용되는 직사각형 균열판은 크기가 가로 20cm, 세로 40cm 이고 좌

측 중앙에 편측 균열을 포함하고 있다. 탄성계수와 포아송비는 각각 E = 21,000 kN/cm2

와 ν = 0.3 이다.  Paris-Erdogan 방정식에 사용되는 물성치는 C = 1.886×10−10, m = 3.0를

사용하였다 [Barsom 1977]. 균열을 제외한 경계면에는 259개의 절점과 128개의 이차

경계요소를 사용하여 모델링 하였다. 이때 편측 균열과 만나는 곳에는 식 (2.26)과

(2.27)의 한쪽이 불연속인 연결요소를 사용하였다.  균열 선단은 식 (2.28)과 (2.29)의 불

연속 특이요소를 사용하였다.

두 번째와 세 번째 예제에서 식 (2.75a)와 (2.75b)의 반복적인 균열 성장 모델링의

수렴조건으로는 균열 증분에 대해서 aε =0.01, 방향각의 증분에 대해서 θε =0.02 rad 으로

설정하였다.  피로 응력을 ∆N = 2,000 회씩 균열 길이가 약 10cm 에 도달할 때까지 50

~ 70회를 성장시켰다. 이때 최소 균열 증분을 ∆amin= 0.01 cm, 최대 균열 증분을 ∆amax =

0.2cm로 설정하였다. 고정된 ∆N 을 사용하면 성장 초기에는 균열의 증분이 매우 작고,

파괴 상태에 가까이 가면서 균열 증분이 커지게 된다. 균열 성장량이 최소 균열 증분보

다 작을 때에는 ∆N 을 두 배로 증가 시키고, 최대 균열 증분보다 클 경우에는 ∆N 을

절반으로 줄여서 균열을 성장 시켰다.  이와 같이 균열 성장을 모델링 함으로써 균열

성장 초기에는 새로운 균열 선단에 추가되는 경계요소가 너무 작아져서 적분 시에 발
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생하는 수치적인 문제를 피할 수 있다.  또한 파괴 상태에 가까이 가면서 균열의 증분

이 과도하게 커지는 것을 방지함으로써 균열 성장 곡선을 보다 정확히 모델링 할 수

있고, 반복적인 균열 성장 기법에서 수치적 불안정성으로 인하여 발산하는 문제를 피할

수 있다.

2.4.1 꺾인 균열의 응력확대계수 산정

첫번째 예제는 그림 2.22과 같이 균열이 0a  = 8.0cm의 수평 부분과, kinkl  = 0.08cm의

θkink 만큼 꺾인 균열 선단을 가지고 있다. 직선영역은 왼쪽 7 cm까지는 1 cm 씩 7등분

그림 2.22 균열 선단이 꺾인 균열 문제

20cm

20cm

20cm

l kink=0.08cm

σ = 20 kN/cm2

θ kink

a0 = 8cm
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하고, 나머지 1 cm는 0.4, 0.3, 0.2, 0.1 cm 로 4등분하여 각각을 마주보는 불연속 경계요

소로 모델링 하였다. 0.08cm의 꺾인 균열 선단은 마주보는 한 쌍의 불연속 특이요소로

모델링 하였다. 하중은 σ = 20  kN/cm2 의 인장 응력이 그림 2.22과 같이 작용한다.

혼합모드의 피로 균열 문제에서는 균열 증분량이 매우 작으면서 균열 선단이 조금

씩 꺾이게 된다. 이 예제에서는 피로 균열 성장으로 인해 균열 선단이 조금 꺾인 경우

변위 외삽법을 적용하여 응력확대계수를 일차와 이차 모드를 분리하고 Cotterell 등

[Cotterell 1980]의 결과와 비교하였다. Cotterell 등은 반무한 균열에서 균열 선단 부분이

미소하게 꺾인 경우( 0kink al << ), 꺾인 각의 변화에 따른 응력확대계수를 산정하였다.

그림 2.23과 2.24는 각각 일차 모드와 이차 모드에 대한 응력확대계수를 도시한

것이다. Cotterell 등의 결과와 비교할 때 균열의 꺾인 각이 커지더라도 일차 응력확대계

수는 오차가 1% 미만이고, 이차 응력확대계수는 6% 미만으로서 대체로 잘 일치하고

있다.
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그림 2.23 꺾인 균열의 일차 응력확대계수

그림 2.24 꺾인 균열의 이차 응력확대계수
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2.4.2 인장 피로 응력을 받는 균열의 성장

예제 2는 그림 2.25와 같이 인장 응력을 받는 피로 균열 성장 문제이다. 균열판의 가

로 너비와 높이는 각각 w = 20cm와 h = 40cm 이고 좌측면 중앙에 편측 균열이 있다. 균

열의 초기 길이는 a0 = 0.2cm 로서 균열 선단쪽으로 갈수록 작아지도록 6등분 (3 @ 0.05,

0.025, 0.0125, 0.0125 cm) 하였다. 최소 인장력이 σmin= 0 kN/cm2 이고, 최대 인장력 σmax

는 각각 16.5, 25.5, 43.3 kN/cm2 인 세가지 피로하중에 대하여 피로 균열 성장 해석을 수

행하였다.

유한한 너비를 갖는 편측 균열판(h >> w, a < 0.7w)이 인장 응력을 받는 문제에서

Gross 등은 응력확대계수의 기하형상 함수 Yg 를 다음과 같이 제안하였다 [Hellan 1984].

그림 2.25 인장 피로 응력을 받는 균열 성장 문제

a0 = 0.2cm

w = 20cm

σ

h/2=20cm

h/2=20cm
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432
g )(4.30)(17.2)(6.1023.012.1

w
a

w
a

w
a

w
aY +−+−= (2.80)

세 가지 피로하중(σmax = 16.5, 25.5, 43.3 kN/cm2 ) 의 경우에 균열 선단에서 산정한 응력확

대 계수 calcK 로부터 다음과 같이 Yg 를 산정하였다.

a
KY

π
=

max

calc
g σ

(2.81)

그림 2.26는 식 (2.80)과 (2.81)로부터 산정한 기하형상 함수인 Yg 의 변화를 도시한 것

이다. 세가지 피로하중의 경우에 대한 수치해석 결과와 식 (2.80)의 결과가 매우 잘 일

치하고 있다.

식 (2.80)에서 aw >> 인 반무한 균열에서는 Yg = 1.12이다. 0.2cm의 초기 균열에 대

그림 2.26 균열 성장에 따른 기하형상 함수의 변화
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하여 1.123의 수치해석 결과를 얻었고 오차는 약 0.3%이다.  유한한 균열 판에서 균열

의 크기가 매우 작은 경우에는 균열판을 모델링하여 수치 해석법을 적용하기보다는 반

무한 판을 가정하여 피로 수명을 산정 할 수 있다.

세가지 하중 경우에 대하여 전체 피로수명을 산정하였다.  전체 피로수명은 균열

크기에 따라 세가지로 구분하여 산정한다.  첫번째는 균열의 크기가 선형탄성균열역학

이 적용 가능한 하한계 균열 길이(l0)까지의 미세균열의 피로수명이고, 두 번째는 하한

계 균열길이에서 0.2 cm의 초기 균열길이까지의 피로수명으로서 무한 균열판을 가정하

여 산정한다. 마지막으로 세 번째는 0.2cm의 초기균열에서 응력확대계수가 파괴인성

(100 kN/cm1.5)에 이르는 파괴에 대한 임계 균열 길이(acr)까지의 피로수명으로서 수치해

석으로 산정한다.

임계 응력확대계수(threshold)가 thK = 6 kN/cm1.5 이고, 피로 한계 응력이 eσ =

16.5kN/cm2 인 경우에 선형탄성균열역학으로 해석 가능한 균열의 최소 길이는 식 (2.54)

로부터 다음과 같다.

cm 0336.0)
5.1612.1

6(
π
1 2

0 ≈
×

=l (2.82)

즉, 최소한 0.0336 cm 이상의 균열이어야 응력확대계수가 threshold (6 kN/cm1.5)보다 커져

서 균열이 성장할 수 있다.  미세균열에서 0.0336cm 까지 균열이 성장하는데 필요한 피

로수명은 threshold에서의 성장률인 근사식 (2.57)을 이용하여 산정하면 다음과 같다.

000,823310
th

0
0 )6(10886.1

0336.0
)(

≈
××

=
∆

=
−mKC

lN (2.83)

피로 균열이 0.0336cm에서 0.2cm까지의 피로수명은 전체 구조물에 비하여 균열의 크
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기가 작으므로 무한판을 가정하여 Yg = 1.12를 사용하면 식 (2.60)로부터 다음과 같이

산정한다.

000,972
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(2.84)

그림 2.27과 그림 2.28은 각각 균열 성장에 따른 응력확대계수의 변화와 피로하중 재

하에 따른 균열 길이를 도시한 것이다.  0.2 cm의 균열이 약 5.264 cm까지 성장하여 응

력확대계수가 파괴인성 (100 kN/cm1.5)에 이르면 구조물이 파괴되었다고 판단 할 수 있

다. 이때까지의 피로수명은 해석결과로부터 약 503,000회 이다.  따라서 전체 피로수명

은 대략 N = 2298,000 회이다. 우리나라 도로교 시방서에 따르면 다재하 상태의 매끈한

모재의 경우, 200만회에 대한 허용응력은 16.5kN/cm2 (= 1680 kgf/cm2) 이므로 시방서 기

준을 안전측으로 볼 때, 제안된 방법으로 해석한 결과와 대체로 일치하는 것을 확인 할

수 있다.  표 2.1는 각각의 피로 하중 크기에 따라 피로 균열의 성장에 필요한 임계 응

력확대계수와 파괴시의 임계균열길이를 보여준다.  표 2.2에서는 각각의 피로 하중 크

기에 따른 수치해석으로부터 얻어진 피로수명과 우리나라 시방서의 피로수명을 비교하

였다.  그림 2.29는 우리나라 시방서에 제시된 수치로부터 얻어진 피로강도 곡선과 계

산된 피로강도 곡선을 도시한 것이다. 제안된 방법에서는 비록 미세균열의 성장률을 근

사적으로 가정하였지만 피로 하중의 크기에 따라 산정한 전체 피로수명이 설계 피로-

강도 곡선이 95% 신뢰 하한선의 위쪽에 위치함을 확인할 수 있다.
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 표 2.1  초기 응력확대계수와 파괴 균열 길이

Case 1

(σ = 16.5 kN/cm2)

Case 2

(σ = 25.5 kN/cm2)

Case 3

(σ = 43.3 kN/cm2)

K(l0) (kN/cm1.5) 6.000 9.273 15.745

acr (cm) 5.264 3.131  1.445

표 2.2 추정된 피로수명과 설계 피로수명

Case 1

(σ = 16.5 kN/cm2)

Case 2

(σ = 25.5 kN/cm2)

Case 3

(σ = 43.3 kN/cm2)

미세균열 (0 ~ l0)  823,000  223,000 45,000

무한판 가정 (l0 ~ 0.2cm)  972,000  263,000 53,000

성장 해석 (0.2cm ~ acr)  503,000  130,000  23,000

계산된 전체 피로수명 2,298,000  616,000 121,000

설계 피로수명 2,000,000  500,000 100,000
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그림 2.27 균열 성장에 따른 응력확대계수의 변화

그림 2.28  a – N 관계 그래프
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2.4.3 전단 피로 응력을 받는 균열의 성장

예제 3은 그림 2.30와 같이 전단 응력을 받는 편측 피로 균열 성장 문제이다. 초기 균

열 선단에서 방향각에 따라 θ0 = 30°, 0°, −30° 의 세가지 경우에 대하여 피로 균열의 성

장을 비교 하였다. 균열의 초기 길이는 a0 = 0.2cm 로서 균열 선단으로 갈수록 작아지도

록 6등분(3 @ 0.05, 0.025, 0.0125, 0.0125 cm) 하여 모델링 하였다. 피로하중은 상부 경계

면에 τmax = 5.5 kN/cm2 , τmin = 0 kN/cm2 의 반복적인 전단 응력을 작용시켰고, 하부 경계

면의 변위는 고정시켰다.

그림 2.31은 초기 균열의 방향각 변화에 따른 피로 균열의 성장 경로를 보여준다.

그림 2.31의 오른쪽 그래프는 성장경로를 확대한 것으로서 세가지 성장 곡선이 초기

균열 선단의 위치가 다를 뿐 거의 평행하게 달리고 있다. 초기 균열의 길이가 작아질수

그림 2.30 전단 피로 응 제

20cm
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20c
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록 초기 방향각의 차이로 인한 성장 곡선의 변화는 더 작아 질 것이 분명하다. 즉 미세

균열에서는 초기 방향각의 변화가 전체 균열 성장 곡선에 미치는 영향이 매우 작을 것

으로 판단된다.

그림 2.32와 2.33은 각각 균열 성장에 따른 일차 모드와 이차 모드의 응력확대계

수이다. 응력확대계수는 균열 곡선을 따라 가면서 균열 선단에서 균열과 나란한 방향을

x축으로 하여 지역 좌표계를 설정하여 산정한다. 표 2.3는 초기 균열 상태와 1회의 균

열 증분 (∆N = 3,000) 이후에 산정한 응력확대계수와 성장 접선 방향각이다.  이차 모드

의 응력확대계수는 세가지 경우 모두 초기 상태에서는 어느 정도 큰 값을 갖지만, 한번

의 균열 성장 이후에는 급격히 작아지고 균열이 성장하면서 0에 가까워 진다. 이에 따

라 균열 성장 접선 방향 ϕ 도 균열 성장에 따라 급격히 0에 가까워 진다. 이것은 전단

그림 2.31  초기 균열의 방향각 변화에 따른 피로 균열의 성장 경로

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

0 5 10 15 20

θ
0
= 30ο

θ
0
= 0ο

θ
0
= −30ο

Y
 (c

m
)

X (cm)

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0 2 4 6 8 10

θ
0
= 30ο

θ
0
= 0ο

θ
0
= −30ο

Y
 (c

m
)

X (cm)



73

응력을 받더라도 최대주응력 기준에 의하여 전단 응력이 최소가 되는 방향을 따라 일

차 모드로 균열이 성장하기 때문이다.

그림 2.34와 2.35는 피로하중 재하 회수 N에 따른 응력확대계수와 균열 길이의

변화를 보여주고 있다. 그림 2.31에서 초기 균열 방향각의 변화에 따라 성장 곡선의 변

화가 거의 없고, 그림 2.32와 2.33에서 주어진 균열 길이에 대하여 응력확대계수가 거

의 비슷한 값을 보여준다. 그러나 초기 균열 방향 θ0 에 따라 초기 성장단계에서 응력

의 상태가 다르고 이로 인하여 성장률의 차이가 피로수명에 영향을 준 것으로 판단된

다.  초기의 응력확대계수가 크면 피로 수명이 작을 것으로 기대할 수 있다.

표 2.3 초기 성장에서의 응력확대계수와 성장 접선각의 변화

θ0 = 30° θ0 = 0° θ0 = −30°

N = 0 N = 3,000 N = 0 N = 3,000 N = 0 N = 3,000

K 27.130 27.895 29.078 30.490 27.426 28.199

KI 23.685 27.895 29.076 30.471 24.126 28.199

KII 7.973 0.011 0.177 0.612 −7.481 0.028

ϕ −0.551 −0.001 -0.012 −0.040 0.538 −0.002
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그림 2.32 균열 성장에 따른 일차 모드 응력확대계수의 변화

그림 2.33 균열 성장에 따른 이차 모드 응력확대계수의 변화
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그림 2.34 피로하중 재하에 따른 응력확대계수의 증가

그림 2.35 피로하중 재하에 따른 균열 성장
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2.4.4 접선법과 할선법의 균열 성장 기법 비교

앞 절의 예제 3에서 θ0 = 0° 인 경우에 대하여, 두 가지 균열 성장 기법에 따른 결과를

비교하였다.  첫번째는 주어진 피로하중에 대하여 접선법에 기초하여 반복적인 보정 없

이 균열 선단에서의 초기 성장률과 성장 접선 방향으로 균열 성장을 모델링하는 기법

이고, 다른 하나는 이 논문에서 제안하는 할선법에 기초한 반복적으로 균열 성장 모델

링 기법이다.

피로하중의 증분이 ∆N =3,000 와 ∆N =6,000의 두 가지 경우에 대하여 균열 성장해

석을 수행하였다.  그림 2.36은 균열 성장 곡선을 비교한 그래프이고, 그림 2.37은 피

로하중 재하에 따른 균열 성장량을 비교한 것이다.  그림 2.36의 균열 성장 곡선에서

접선법에 기초한 균열 성장 기법과 제안된 할선법을 이용한 반복적인 균열 성장 기법

의 차이가 균열 성장에 따라 점점 커진다. 접선법의 경우에는 초기 성장 방향으로 균열

을 성장 시키기 때문에 성장 곡선의 곡률이 클수록 그리고 균열 증분이 클수록 실제

곡선에서 더 많이 벗어나게 된다.  그림 2.37의 균열 길이와 피로수명과의 관계에서는

제안된 할선법의 경우 피로수명이 ∆N 의 크기에 영향을 거의 받지 않고 있음을 확인

할 수 있다.  N = 60,000 에서 접선법의 경우 ∆N =3,000 와 ∆N =6,000에 대한 균열 길이

의 차이는 5.4% 인 반면에, 접선법의 경우에는 15.7%의 차이가 발생한다. 즉 반복계산

을 수반하지 않은 할선법의 경우, ∆N 의 크기에 따라 피로 수명에 차이가 상당히 커질

수 있지만, 제안된 할선법을 이용한 반복적인 균열 성장 기법을 이용하면 ∆N 의 변화

에 덜 민감한 해석 결과를 얻을 수 있다.
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그림 2.36 균열 성장 곡선 비교

그림 2.37 균열 성장량 비교
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3. 피로 균열의 확률 해석

구조해석에서 확정론적 접근법(deterministic approach)은 해석에서 고려되는 변수들이 불

변의 일정한 값을 갖는다고 가정하고 평균적인 의미에서 구조물의 거동을 분석하기 위

해 각각의 물성치들의 대표값을 이용한다. 물성치들이 갖는 임의성(randomness)을 보완

해 주기 위한 하나의 방편으로서 확정론적 접근법에서는 안전계수 개념을 도입한다.

이에 비하여 확률론적 접근법(probabilistic approach)에서는 확률변수에 대한 확률분포로

부터 응답의 확률분포를 얻고 이로부터 보다 합리적인 판단을 내릴 수 있는 지표를 얻

고자 한다. 확률 해석은 확정론적 해석과 다른 별개의 것이 아니라 확정론적 해석의 보

완으로서 한 번 또는 여러 번의 구조해석에 의하여 평균, 표준편차, 왜도 등의 다른 통

계적인 특성치를 산정하는 것이다.

확률론적 접근법은 목적에 따라 확률분포를 추정하기 위한 모멘트법과 신뢰도 또

는 파괴확률을 산정하기 위한 신뢰도법으로 구분할 수 있다.  모멘트법은 구조물 응답

의 평균과 분산 등의 통계적인 특성을 얻고자 하는 것이고, 신뢰도법은 파괴확률 혹은

시스템이 얼마나 안전한지를 수치적으로 평가하는 것이다. 신뢰도법은 응답과 확률변수

의 함수 관계에서 확률변수의 분포 특성을 이용하여 파괴 확률을 산정하고, 모멘트법은

응답과 확률변수의 함수관계를 이용하여 응답의 확률분포를 직접적으로 추정하고자 한

다. 두 가지 접근법은 서로 다른 정보를 얻을 수 있기 때문에, 두 가지 접근법을 상호

보완적으로 적용하면 확률변수와 응답의 전체 확률분포를 유기적으로 구성할 수 있다.

이 장에서는 이계삼차모멘트법(second-order third-moment method)에 기초하여 성장

후 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜도 등의 통계적인 특성치를 근사하고, 확률분포를 대

수정규분포로 가정하여 직접적으로 파괴확률 또는 신뢰도를 산정한다.  또한 미세균열
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과 거시균열의 전체 피로수명의 확률분포를 추정하여 피로-강도 곡선을 수치적으로 도

출한다.

3.1 응답의 확률분포 추정

이 절에서는 Monte-Carlo simulation과 이계삼차모멘트법을 이용한 확률분포 추정 방법

에 대하여 기술한다.  확률변수와 응답이 선형의 관계라면 확률변수의 확률분포로부터

직접적으로 응답의 확률분포를 정확하게 산정할 수 있다.  비선형 응답함수에 대해서는

근사적인 접근법을 사용하여 확률분포를 추정한다. 비선형 응답함수의 확률분포 추정법

에는 Monte-Carlo simulation을 이용하는 방법과 테일러 급수를 이용한 모멘트법이 있다.

Monte-Carlo simulation 을 이용하는 방법에서는 주어진 확률변수의 확률분포로부터 많은

수의 임의 자료를 추출하여 각각에 대한 응답으로부터 평균, 분산 등의 확률 모멘트를

추정한다. 모의 실험을 이용한 확률분포 추정의 경우, 추출자료가 많을수록 응답의 확

률분포를 더 정확하게 추정할 수 있지만, 이에 비례하여 해석에 많은 계산이 필요해 진

다. 테일러 급수를 이용하는 이계삼차모멘트법을 이용하면 한번의 구조해석으로부터 응

답의 평균, 표준편차, 왜도를 추정할 수 있기 때문에 수치계산에 소요되는 비용과 시간

을 줄일 수 있다.

응답의 분포함수를 추정하기 위해서는 응답의 확률분포를 대수정규분포나 Weibull

분포 등의 특정한 확률분포로 가정하고 모멘트법(method of moments 또는 method of

moment estimation)을 이용하여 확률분포의 모수를 추정한다.

3.1.1  Monte-Carlo simulation에 의한 확률분포 추정

이 절에서는 Monte-Carlo simulation 을 이용하여 성장 후의 균열 길이의 확률분포를 추



81

정한다.  Latin Hypercube Sampling (LHS) 기법을 도입하여 임의 자료를 추출하여 피로

균열 성장을 수치 모사한다. 성장 후의 균열 길이의 확률분포를 정규분포, 대수정규분

포, Weibull 분포 등으로 가정하고 Kolmogorov-Smirnov test (K-S test) [Benjamin 1970]를 이

용하여 가정한 확률분포를 검정한다.

확률분포를 추정하기 위한 임의 자료 추출법으로는 Direct Random Sampling (DRS),

LHS 등이 있다. DRS은 0과 1 사이에서 직접적으로 무작위 자료를 추출하지만, LHS 은

0과 1 사이의 구간을 추출하고자 하는 자료의 개수 M으로 균등하게 분할하여 각각의

구간 내에서 무작위 자료를 추출한다.  추출된 0과 1사이의 무작위 자료로부터 역변환

법(inverse transformation method)을 이용하여 주어진 확률분포를 따르는 무작위 자료를

추출한다.  k 번째 구간에서 추출된 무작위 자료는 다음과 같다.

M
k

M
zz s

s
1ˆ −

+= (3.1)

여기서, ∈sẑ [0,1] 이다. LHS의 경우 DRS 에 비하여 비교적 적은 수의 추출로도 가정

한 확률분포를 더 정확히 모사할 수 있다.

Monte-Carlo simulation으로부터 성장 후의 균열의 평균, 표준편차 등의 확률모멘트

와 돗수분포를 얻을 수 있다.  이로부터 성장 후의 균열의 확률분포를 정규분포, 대수

정규분포 또는 Weibull 분포 등의 특정한 확률분포로 가정할 수 있다. 이러한 확률분포

에 대한 가정에 대한 검정법으로서 K-S test 를 도입한다.  K-S test는 다음과 같이 귀무

가설을 설정하고 누적확률밀도함수(Cumulative Distribution Function)로부터 가설의 채택과

기각을 결정한다.  귀무 가설은 확률변수가 특정한 확률분포를 갖는다고 가정한다. 가

정한 누적 확률분포와 관측된 누적 돗수로의 차이 maxD 와 유의수준 α에 대한 기준치
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αD 를 비교하여 αDD ≤max  인 경우에 귀무 가설을 채택하고 αDD >max  인 경우에는 기

각하게 된다. maxD 는 다음과 같이 산정한다.

)()(~max
1max zzD ZiZi

M

Φ−Φ=
=

(3.2)

여기서, )(zZΦ 는 가정한 누적 확률분포 이고, )(~
iZ zΦ 는 관측된 누적 돗수이다.

N
iziZ =Φ )(~

, 11 +− << iii zzz (3.3)

유의수준 α에 대한 기준치 αD 는 다음 관계식을 만족한다.

α−=≤ α 1][ max DDP (3.4)

귀무가설을 채택할 경우, 가정한 확률분포는 유의수준 α 에서 유효한 확률분포라고 할

수 있다.

3.1.2 이계삼차모멘트법

모멘트법에서는 응답 ψ를 확률변수 z에 대한 테일러 급수를 이용하여 z의 확률분포

로부터 ψ의 확률분포를 추정한다.  그림 3.1에서는 응답 ψ가 일대일 함수 )(zψ=ψ

일 때, z의 확률 밀도함수와 ψ의 확률 밀도함수의 관계를 보여주고 있다. 확률변수의

증분 dz에 대한 확률은 응답의 증분 ψd 에 대한 확률과 같다.  이러한 관계로부터 응

답의 k 차 모멘트는 다음과 같이 z의 확률분포부터 유도할 수 있다.
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dzzzdE Z
kkk ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
Ψ φψ=ψψφψ=ψ )()}({)(][ (3.5)

여기서, )(zZφ 와 )(ψφΨ 는 각각 확률변수 z와 응답 z의 확률밀도함수로서 다음 관계

식을 만족한다.

)()( z
d
dz

Zφ
ψ

=ψφΨ (3.6)

식 (3.5)과 응답의 테일러 급수를 이용하면 z의 확률 모멘트로부터 ψ의 확률 모멘트

를 근사적으로 추정할 수 있다 [Benjamin 1970].  비선형성이 크지 않은 경우, 응답 ψ

를 확률변수 z의 일차식으로 근사하면 다음과 같다.

그림 3.1 일대일 함수의 확률밀도함수

Ψ

z

dψ

dz

ψ = ψ (z)

φΨ(ψ)dψ

φZ(z)dz
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여기서, z 는 확률변수 z의 평균이다. 식 (3.7)을 식 (3.5)에 대입하면 응답의 평균과 분

산은 각각 다음과 같다.

)(][ zE ψ=ψ=ψ (3.8)

222 σ)(σ Z
zz∂

ψ∂
=Ψ (3.9)

확률변수 z의 확률분포가 정규분포와 같이 2변수 확률분포로 주어진다면, 확률변수 z

의 평균과 분산으로부터 응답의 확률분포를 추정할 수 있다. 응답 ψ가 확률변수 z와

선형의 관계가 아닐지라도 비선형성이 크지 않고, z의 변동계수 (Coefficient of Variance)

가 작을 경우에는 식 (3.8)과 (3.9)를 이용하여 평균과 분산을 근사할 수 있다 [Benjamin

1970].  변동계수가 10% 보다 작으면 근사로 인해 발생하는 오차는 1% 정도 이다.  응

답의 비선형성이 큰 경우에는 2차 이상의 테일러 급수로부터 고차의 확률 모멘트를 추

정한다.

모멘트법을 다변수 확률변수를 갖는 비선형 응답 함수에 적용하여 확률분포를 추

정한다. 다변수 확률변수 z의 응답 ψ는 다음과 같이 정의한다.

)(zψ=ψ (3.10)

여기서, ),,,( 21 nzzz L=z 이다. z의 확률분포가 주어져 있을 때, 응답의 확률분포를 추

정하기 위해 다음과 같이 확률변수의 평균 z에서 2차 테일러 급수로 응답을 근사한다.
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Indicial notation을 이용하여 식 (3.11a)을 다음과 같이 단순화 시킨다.

))(()( ,,0 jjiiijiii zzzzzz −−ψ+−ψ+ψ=ψ (3.11b)

여기서, )(0 zψ=ψ 이고, 평균에서의 1차와 2차 편미분 항인 i,ψ 와 ij,ψ 는 각각 다음과

같다.

z

)(,
i

i z∂
ψ∂

=ψ (3.12a)

z

)(
2
1 2

,
ji

ij zz ∂∂
ψ∂

=ψ (3.12b)

식 (3.11)에서 응답 ψ의 평균은 다음과 같다.

ijijCE ,0][ ψ+ψ=ψ=ψ (3.13)

여기서, ijC 는 확률변수 z의 2차 공분산 행렬이다.

jijjiijjiiij dzdzzzzzzzzzEC ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

φ−−=−−= )())(()])([( zZ (3.14)

여기서, Zφ 는 z의 결합확률밀도 함수로서 z의 확률 변수들이 서로 독립인  경우에는

각각의 확률밀도 함수의 곱이 된다.  응답 ψ의 k차 중심 모멘트는 다음과 같이 확률

변수 z의 확률밀도 함수로부터 산정할 수 있다.
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식 (3.15)를 이용하여 응답에 대한 2차와 3차 중심모멘트는 각각 다음과 같다.

)(2σ ,,,,,,
2

ijklijklklijijkkijijji CCCCC −ψψ+ψψ+ψψ=Ψ (3.16)

)23(
)2(3)(3µ
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,,,,,,,,,
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klmijijklmmklijklijijkllkijijkkji

CCCCCC
CCCCCCC

+−ψψψ+

−ψψψ+−ψψψ+ψψψ=Ψ
(3.17)

여기서, ijkC , ijklC , ijklmC , ijklmnC 는 각각 확률변수 z의 3차, 4차, 5차, 6차 공분산 행렬

이다.  확률분포가 좌우로 치우친 정도의 지표인 왜도(skewness)는 3차 중심모멘트로부

터 다음과 같이 정의된다.

3

)3(

σ
µγ

Ψ

Ψ
Ψ = (3.18)

Ψγ > 0 이면 확률분포가 왼쪽으로 치우쳐서 오른쪽에 긴 꼬리를 갖는다. 2차의 테일러

급수를 이용하였기 때문에 식 (3.13), (3.16), (3.17)에서 사용된 확률변수의 모멘트 차수는

응답의 모멘트 차수의 두 배이다. 즉, 응답의 왜도를 추정하기 위해서는 확률변수의 6

차 모멘트까지 필요하다.  응답에 대한 4차, 5차, 6차 중심 모멘트는 각각 다음과 같다.

)2(6
)(4µ

,,,,

,,,,,,,,
)4(

mnklijklmnijijklmnnmklij

klmijijklmmlkijijkllkji

CCCCCC
CCCC

+−ψψψψ+

−ψψψψ+ψψψψ=Ψ
(3.19)
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)(5µ ,,,,,,,,,,
)5(

klmnijijklmnnmlkijijklmmlkji CCCC −ψψψψψ+ψψψψψ=Ψ (3.20)

ijklmnnmlkji C,,,,,,
)6(µ ψψψψψψ=Ψ (3.21)

응답 ψ와 확률변수 cz 의 6차까지의 공분산은 다음과 같이 근사된다.

ijcijicicc CCzzE ,,)])([( ψ+ψ=−ψ−ψ

)(]))([( ,,
2

ccijijccijiccicc CCCCzzE −ψ+ψ=−ψ−ψ

)(
)(2)]()[(

,,

,,,,
2

klcijijcklijklcklij

kcijijkckijijcjicc

CCCCC
CCCCzzE

−−ψψ+

−ψψ+ψψ=−ψ−ψ

)(]))([( ,,
3

cccijijcccijicccicc CCCCzzE −ψ+ψ=−ψ−ψ

)(
)(2])()[(

,,

,,,,
22

ccklijklccijijccklijklccklij

kccijijkcckijijccjicc

CCCCCCCC
CCCCzzE

+−−ψψ+

−ψψ+ψψ=−ψ−ψ

)2(3
)(3)]()[(

,,,

,,,,,,
3

mcklijklmcijijklmcmklij

klcijijklclkijijkckjicc

CCCCCC
CCCCzzE

+−ψψψ+

−ψψψ+ψψψ=−ψ−ψ

)(]))([( ,,
4

ccccijijccccijiccccicc CCCCzzE −ψ+ψ=−ψ−ψ

)(2])()[( ,,,,
32

kcccijijkccckijijcccjicc CCCCzzE −ψψ+ψψ=−ψ−ψ

)(3])()[( ,,,,,,
23

klccijijklcclkijijkcckjicc CCCCzzE −ψψψ+ψψψ=−ψ−ψ

)(4)]()[( ,,,,,,,,
4

klmcijijklmcmlkijijklclkjicc CCCCzzE −ψψψψ+ψψψψ=−ψ−ψ

icccccicc CzzE ,
5 ]))([( ψ=−ψ−ψ

ijccccjicc CzzE ,,
42 ])()[( ψψ=−ψ−ψ

ijkccckjicc CzzE ,,,
33 ])()[( ψψψ=−ψ−ψ

(3.22)
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ijklcclkjicc CzzE ,,,,
24 ])()[( ψψψψ=−ψ−ψ

ijklmcmlkjicc CzzE ,,,,,
5 )]()[( ψψψψψ=−ψ−ψ

3.1.3 확률분포의 모수 추정

앞 절에서는 테일러 급수를 이용하여 확률변수의 확률 모멘트로부터 응답의 평균과 표

준편차, 왜도 등을 근사적으로 추정하였다. 평균과 표준편차 등의 통계치를 이용하여

응답의 확률을 계산하기 위해서는 응답의 분포를 적절한 확률분포로 가정하여야 한다.

이 절에서는 평균, 표준편차, 왜도의 3가지 통계치가 주어진 경우, 모멘트 추정법

(Method of Moment Estimation)에 의하여 공학문제 전반에 많이 사용되고 있는 삼변수 대

수정규분포와 Weibull 분포의 모수를 결정하는 방법에 대하여 기술한다.

(a) 삼변수 대수정규분포

삼변수 대수정규분포의 확률변수 y는 )ln( 0zz − 가 정규분포를 이룬다.  여기서, 0z 는

z의 하한치로서 00 =z 인 경우에 z는 이변수 대수정규분포를 따른다. z의 확률밀도함

수는 다음과 같이 표준정규분포의 확률밀도함수로 표현할 수 있다.

)(
σ)(

1

)
σ

µ)ln((
2
1exp

2)(
1)(

norm0

2

norm

norm0

norm0

s
zz

zz
zz

zZ

φ
−

=







 −−
−

πσ−
=φ

(3.23)

여기서, normµ 와 normσ 는 각각 정규분포인 )ln( 0zz − 의 평균과 표준편차이다. φ는 표준

정규분포의 확률밀도함수이고, 표준정규분포의 확률변수 s는 다음 관계식을 만족한다.
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norm

norm0

σ
µ)ln( −−

=
zzs (3.24)

삼변수 대수정규분포를 정의하는 3개의 모수는 0z , normµ , normσ 이다.  식 (3.24)의 관계를

이용하면 대수정규분포의 누적확률을 다음과 같이 표준정규분포의 확률분포함수 Φ(s)

로부터 산정할 수 있다.

)()( szZ Φ=Φ (3.25)

삼변수 대수정규분포의 평균, 표준편차, 왜도는 각각 다음과 같다.

)
2

σµexp(µ
2
norm

norm0 ++= zZ (3.26a)

1)σexp()µ(σ 2
norm0 −−= zZZ (3.26b)

33γ ZZZ VV += (3.26c)

여기서, ZV 는 이변수 대수정규분포의 변동계수로서 다음과 같이 정의된다.

1)σexp(
µ
σ 2

norm
0

−=
−

=
z

V
Z

Z
Z (3.27)

삼변수 대수정규분포의 평균 Zµ̂ , 표준편차 Zσ̂ , 왜도 Zγ̂ 가 주어진 경우에 분포에 대한

모수인 0z , normµ , normσ 는 다음 방법으로 산정한다.  우선 식 (3.26c)의 왜도로부터 ZV 에

대한 다음의 3차 방정식을 얻는다.

0γ̂33 =−+ ZZZ VV (3.28)
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식 (3.28)의 3차 방정식의 해는 다음과 같다 [Tichý 1994].

1

33

γ̂
1

−









+−++=
Z

Z wvwvV (3.29)

여기서,

)
2
1

γ̂
1(

γ̂
1

2 +=
ZZ

v , 4γ̂
γ̂2
1 2

2 += Z
Z

w (3.30)

이다. 식 (3.29)를 이용하여 왜도 Zγ̂ 로부터 ZV 를 산정하고, 식 (3.27)의 관계로부터 0y

는 다음과 같다.

Z

Z
Z V

z σ̂µ̂0 −= (3.31a)

정규분포의 표준편차 normσ 와 평균 normµ 을 순차적으로 다음과 같이 산정할 수 있다.

]1)
µ̂
σ̂ln[(σ 2

0
norm +

−
=

zZ

Z (3.31b)

2
σ)µ̂ln(µ

2
norm

0norm −−= zZ (3.31c)
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(b) Weibull 분포

Weibull 분포는 제 3종 극한분포의 일종으로서, 확률밀도함수는 다음과 같이 정의 된다

[Lindsay 1996].







 −

−
−

=φ − ww )(exp)()(
w

w1

w

w

w

w cc
Z b

az
b

az
b
cz (3.32)

여기서, aw, bw, cw 는 각각 location parameter, scale parameter, shape parameter이다.  분포함

수는 다음의 지수함수로 표현된다.







 −

−−=Φ w)(exp1)(
w

w c
Z b

azz (3.33)

Weibull 분포의 평균과 표준편차, 왜도는 각각 다음과 같이 Gamma 함수로 표현된다.

)11(µ
w

ww c
baZ +Γ+= (3.34a)

)11()21(σ
w

2

w
w cc

bZ +Γ−+Γ= (3.34b)

2/3

w

2

w

w

3

www

)11()21(

)11(2)11()21(3)31(
γ









+Γ−+Γ

+Γ++Γ+Γ−+Γ
=

cc

cccc
Z (3.34c)

여기서, Gamma 함수는 다음과 같이 정의 된다.

dttex xt∫
∞

−=+Γ
0

)1( (3.35)
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Weibull 분포의 평균 Zµ̂ , 표준편차 Zσ̂ , 왜도 Zγ̂ 가 주어진 경우에 모수 aw, bw, cw 는 다

음과 같이 산정한다.  우선 식 (3.34c)의 왜도 Zγ̂ 로부터 Bisection 법을 사용하여 cw를

얻고 bw와 aw는 순차적으로 다음과 같이 결정한다 [Lindsay 1996].

)11()21(

σ̂

w

2

w

w

cc

b Z

+Γ−+Γ
=

(3.36a)

)11(µ̂
w

ww c
ba Z +Γ−= (3.36b)
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3.2 피로성장에 따른 균열 길이의 확률분포 추정

성장 후의 균열의 길이는 주어진 피로수명 N̂ 에 대하여 다음과 같이 초기 균열 길이

( 0a ), 구조물의 기하형상( gY ), 피로 하중(σ ), 피로 성장률 계수(C, m)에 대한 비선형 함

수이다.

)σ,,,,( g0 YmCaaa NN = (3.37)

식 (3.37)의 변수들이 확률분포를 갖을 때, 균열 성장에 따라 성장 후의 균열 길이의 확

률분포가 변화한다.  확률해석은 결정론적 해석에 기초하여 수행된다. 2장의 증분법에

기초한 피로 균열 성장 해석에 대하여 확률 해석을 추가하기 위해여 피로 하중 재하

단계에 따라 균열 성장을 이산화 한다.  피로 균열의 확률문제에서는 2장의 증분법에

의한 해석 결과를 이용하여 각각의 피로 하중 재하 단계 마다 이전 단계의 확률분포로

부터 성장 후의 균열 길이의 확률분포를 추정한다.  이 절에서는 초기 균열 길이( 0a ),

피로 성장률 계수(C), 초기 균열 방향각( 0θ )이 확률 분포를 갖을 경우에 Monte-Carlo

Simulation과 제안된 모멘트법을 적용하여 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜도를 추정한

다.

3.2.1 무한 균열판의 확률해석

거시균열의 초기 성장 과정에서는 기하형상함수의 변화가 무시할 수 있을 만큼 매우

작기 때문에 무한 균열판의 응력확대계수에 대한 해석해로부터 피로 수명과 성장 후의

균열 길이를 산정할 수 있다.  유한 균열판의 초기 거시균열의 성장 과정에서는 균열의

길이가 하한계 균열 길이 0l  보다 크지만 전체 구조물의 크기에 비해서 매우 작기 때



94

문에 수치 해석법을 적용하려면 많은 자유도를 사용하여 요소망을 매우 촘촘히 구성하

여야 한다.  원역 응력장(remote stress)의 영향이 지배적인 초기 성장 과정에서는 무한

균열판 해석으로 성장 해석 및 확률 해석을 수행하는 것이 합리적이다.

편측 균열을 포함하고 있는 무한 균열판에서 초기 균열의 길이가 확률분포를 갖는

경우 피로 성장에 따른 균열 길이의 확률분포를 Monte-Carlo simulation과 3.1장의 모멘

트 법으로 산정하여 비교한다.  2장의 식 (2.59)에서 2≠m 인 경우에, 무한판에서의 피

로수명 N은 다음과 같다.

da
aYC

N
Na

a
mm ∫=

0

2/
g

1
)πσ(

1
(3.38a)

균열 성장 과정에 따른 확률분포를 추정하기 위하여 무한 균열판에서 p번째 성장

단계에서는 다음과 같다.

)(
)πσ(

1 2/1
0

2/1

g1

mm
pm

p

k
kp aa

YC
NN −−

=

−=∆= ∑ (3.38b)

식 (3.38b)로부터 균열 길이 pa 는 다음과 같다.

)2/(2
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g
2/1

0 πσ)
2

1(
m

p
mmmm

p CNYmaa
−

−







 −+= (3.39)

Monte-Carlo simulation에서는 식 (3.39)를 이용하여 각각의 성장 단계에서의 평균, 표준

편차, 왜도 등의 확률 모멘트를 추정한다.  응답의 테일러 급수를 이용하는 모멘트법은

두 가지 접근법을 고려할 수 있다. 첫번째 방법 (Type 1)는 식 (3.39)의 관계식을 이용하

여 pa 의 확률 모멘트를 0a 의 확률 모멘트로부터 산정하는 것이다. 즉, 0a 의 평균에서
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pa 의 테일러 급수를 취하여 고차의 중심 모멘트를 추정한다.  두 번째 방법(Type 2)은

각각의 성장 단계에서 이전 단계 (p−1)의 확률분포로부터 다음 단계 (p)의 확률 분포를

추정한다.  식 (3.38a)에서 p번째 성장 단계의 피로 증분은 다음과 같다.

)(
)πσ()2/1(

1 2/1
1

2/1

g

m
p

m
pmp aa

YCm
N −

−
− −

−
=∆ (3.40)

식 (3.40)에서 p번째 피로하중 재하 단계에서 pa 는 다음과 같이 1−pa 의 함수로 표현된

다.

)2/(2
2/

g
2/1

1 πσ)
2

1(
m

p
mmmm

pp NCYmaa
−

−
−







 ∆−+= (3.41)

식 (3.41)에서 1−pa 의 평균에서 pa 의 테일러 급수를 취하여 p번째 성장 단계에서의 확

률 모멘트를 추정한다.  두 가지 접근법에서 테일러 급수에 사용되는 고차의 편미분은

각각 식 (3.39)와 (3.41)로부터 해석적으로 유도한다.  2장의 2.4.2 예제에 대하여

Monte-Carlo simulation과 두 가지 모멘트법의 결과를 비교한다.  인장응력 σ = 16.5

kN/cm2 의 피로하중을 받는 무한판의 편측 균열은 길이가 최소한 0l = 0.0336 cm 이상이

어야 응력확대계수가 threshold (6 kN/cm1.5)보다 커져서 균열이 성장한다.  따라서 초기

균열을 평균이 0.0336 cm이고 변동계수가 5 %인 대수정규분포로 가정하여 N =

1,000,000 회의 피로 하중을 재하 하였다.  Monte-Carlo simulation에서는 대수정규분포를

가지는 50,000개의 초기 균열을 생성하여 성장 후의 균열의 분포를 추정하였다.  성장

후의 추정된 균열 길이의 평균은 0.220 cm, 표준편차는 0.023 cm, 왜도는 0.513 이다.

모멘트법에서는 6차까지의 테일러 급수와 6차까지의 공분산을 고려하였다. 그림 3.2는
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모멘트법의 두 가지 접근법으로 추정한 평균, 표준편차, 왜도를 Monte-Carlo simulation

의 결과와 비교하여 그 차이(%)를 테일러 급수의 차수에 따라 도시한 그래프이다.  두

번째 접근법 (Type 2)의 경우에는 테일러 급수의 차수가 증가할수록 평균, 표준편차, 왜

도가 Monte-Carlo simulation의 결과와 점차로 가까워 진다. 반면 첫번째 접근법 (Type 1)

을 적용했을 경우에는 평균은 대체로 정확하게 추정하고 있지만, 표준편차와 왜도는 2

차 이후로는 차이가 커져서 6차에서는 발산하게 된다.  테일러 급수를 취하는 확률변

수의 값에 따라 두 가지 접근법의 차이가 발생한 것으로 판단된다. 응답에서 보다 가까

운 점에서 테일러 급수를 취할수록 더 정확한 추정 결과를 얻을 수 있다.

그림 3.2 무한 균열판에 대한 균열 길이의 추정된 확률 모멘트 비교
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3.2.2 거시 균열의 확률 분포 추정

이 절에서는 초기 균열 길이, 성장률 계수, 초기 방향각이 확률 변수인 경우에 대하여

이계삼차모멘트법을 이용하고 2장의 증분법에 기초하여 피로 성장에 따른 균열 길이의

확률 분포 추정법을 제안한다.

(a) 초기 균열 길이가 확률분포를 갖는 경우

피로 균열 성장을 2장의 할선법에 기초한 증분법을 이용하여 피로하중 재하 단계에 따

라 이산화하고, 3.1절의 모멘트법을 적용하여 성장 전의 확률분포로부터 성장 후의 균

열의 확률분포를 추정할 수 있다. 식 (3.37)은 비선형 관계식이므로, 2차 이상의 테일러

급수를 이용하여 이산화된 피로 성장 단계 마다, 이전 단계( p −1)의 확률분포로부터 다

음 단계( p )의 확률분포를 추정한다. 2장의 이산화된 Paris-Erdogan 방정식 (2.62)에서 주

어진 pN̂∆ 에 대하여 pa 와 1−pa 는 다음의 관계식을 만족한다.

da
aCK

N
p

p

a

a
mp ∫

−

=∆
1

)(
1ˆ (3.42)

식 (3.42)에서 pa 와 1−pa 는 다음과 같은 비선형의 일대일 함수 관계에 있다.

)( 1−= ppp afa (3.43)

3.1절의 모멘트법에서 pa 를 응답 ψ로 1−pa 를 확률변수 z로 치환하여 1−pa 의 확률 모

멘트로부터 pa 의 확률 모멘트를 추정한다. 1−pa 의 평균에서 n차의 테일러 급수로 pa

을 근사하면 다음과 같다.
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k
pp

n

k

p
k

p
ppp aa

k
af

afa )(
!

)(
)( 11

1

1
)(

1 −−
=

−
− −+≈ ∑ (3.44)

여기서, )(k
pf 는 pf 의 k 차 도함수이다.  2차의 테일러 급수를 이용하여 3.1절의 식

(3.13), (3.16), (3.17)로부터 pa 의 평균 pa , 표준편차 pσ , 왜도 pγ 를 다음과 같이 산정한

다.

2
11

)2(
1 σ)(

2
1)( −−− += pppppp afafa (3.45a)
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−−−−−−−

(3.45c)

여기서, 1σ −p , 1γ −p , )(
1µ k

p− 는 각각 1−pa 의 표준편차, 왜도, 그리고 k 차 중심 모멘트이다.

)(
1

k
p−µ 는 다음과 같이 정의 된다.

])[(µ 11
)(
1

k
pp

k
p aaE −−− −= (3.46)

초기 균열 길이의 평균 0a , 표준편차 0σ , 왜도 0γ  등이 주어지면 식 (3.45a), (3.45b),

(3.45c)로부터 n회의 피로하중 재하 후의 균열 길이의 평균 na , 표준편차 nσ , 왜도 nγ
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를 추정할 수 있다.  3차 이상의 중심 모멘트는 3.1절의 식 (3.22)로부터 산정한다.

피로 균열의 성장 문제에서 확률분포를 추정하기 위해 식 (3.7)의 1차 테일러 급

수를 이용하면 균열이 평균에서 평균으로 성장하기 때문에 확정론적 해석방법과 동일

하고 추가적으로 1차 민감도로부터 분산을 산정한다. 그러나 2차 테일러 급수를 사용

하게 되면 식 (3.45a)과 같이 1σ −p 에 대한 항이 추가되기 때문에 더 이상 균열이 평균

1−pa 에서 평균 pa 으로 성장하지 않는다. 따라서 주어진 피로하중 재하 회수 pN∆ 에 대

하여 식 (3.45a)의 우변의 두 번째 항만큼 균열을 추가적으로 성장 시켜야 한다.

식 (3.43)을 이용하면 n번째 피로 하중 재하 후의 균열 길이 na 은 초기 균열 길이

0a 의 함수로 나타낼 수 있다.

)()( 0110 afffaga nnnn oLoo −== (3.47)

여기서, ( o )는 함수의 연산자로서 ))(()( zffzff lklk =o 로 정의한다. 식 (3.47)을 이용하

면 na 의 확률 모멘트를 초기 균열 길이의 평균 0a 에서 테일러 급수를 취하여 산정할

그림 3.3 균열의 성장에 따른 확률분포의 변화 (a)

P P P

1−pa pa 1+pa

1−pa pa 1+pa

pN̂∆ 1
ˆ

+∆ pN
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수 있다.  그러나 na 에 가까운 곳에서 테일러 급수를 취할수록 테일러 급수의 근사의

정도를 높일 수 있다. 따라서 증분법으로 이산화된 각각의 균열 성장 단계에서 균열 길

이를 이전 단계의 균열 길이의 평균에서 테일러 급수로 근사한다.

그림 3.3에는 피로 균열이 1−pa 에서 pa 으로 그리고 1+pa 로 성장함에 따라 변화하

는 확률분포를 보여주고 있다. 이때 pa 와 1+pa 는 다음의 함수 관계를 만족한다.

)( 1−= ppp afa (3.48a)

)(11 ppp afa ++ = (3.48b)

1+pa 는 다음과 같이 1−pa 에 대한 함수로 기술할 수 있다.

)()( 11111 −+−++ == pppppp affaga o (3.48c)

식 (3.48a)와 (3.48b)에서 pa 와 1+pa 를 각각 1−pa 와 pa 에서 테일러 n차의 급수로 근사

하면 다음과 같다.

∑ −−
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− −+≈
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p
ppp aa

k
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)( 11
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1 (3.49a)
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ppp aa
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)(

)(
1

11 (3.49b)

또는, 식 (3.48c)의 1+pa 를 1−pa 에서 테일러 급수로 근사하면 다음과 같다.
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이때, 일차까지의 테일러 급수를 이용하면 )( 1−≈ ppp afa 이므로 식 (3.49a)를 식 (3.49b)

에 대입하면 다음과 같다.

))(()(

))(()())((

111
)1(
111

111
)1()1(

1111

−−−+−+

−−−+−++

−+=

−+≈

pppppp

ppppppppp

aaagag

aaafafaffa
(3.50)

식 (3.50)는 1+pa , pa , 1−pa 가 서로 선형 관계라면 1차의 테일러 급수를 이용하여, 1+pa

의 확률분포를 1−pa 의 확률분포로부터 직접적으로 산정할 수 있음을 보여준다. 그러나

2차 이상의 테일러 급수를 이용하면 식 (3.50)와 같은 관계식이 성립되지 않는다.  이

것은 응답함수가 비선형인 경우에는 테일러 급수를 근사하는 독립변수의 위치에 따라

다른 값을 갖기 때문이다.  성장 후의 균열 길이는 성장 전의 균열 길이와 비선형 관계

이므로, 테일러 급수를 취하는 점에 따라 근사의 정도가 달라진다. 근사의 정도를 높이

기 위하여 성장 후의 균열 분포 pa 를 초기 균열 길이 0a 의 평균에서 근사하지 않고, 이

전 단계의 균열 길이 1−pa 의 평균에서 테일러 급수로 근사한다.

초기 균열 길이에 대한 1차와 2차 민감도는 Paris-Erdogan 방정식을 편미분하여

산정한다. 이산화된 피로 성장에서 고정된 pN̂∆ 에 대한 Paris-Erdogan 방정식은 다음과

같다.

)()()(
)(

1ˆ
1III

11

−−===∆ ∫∫
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pp
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a

a

a
mp aFaFdaafda

aCK
N

p

p

p
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(3.51)

여기서, If 는 적분식의 피적분 함수이고, IF 는 If 의 부정적분이다. 식 (3.51)에서 응력

확대계수는 균열 길이 a로 매개화 되었다. 식 (3.51)의 양변을 1−pa 에 대하여 다음과
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같이 편미분한다.
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(3.52)

식 (3.52)를 정리하면 초기 균열 길이에 대한 1차 미분은 다음과 같다.
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(3.53)

식 (3.53)으로부터 2차 미분은 다음과 같다.
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식 (3.53)의 1차 미분에는 성장 전( p )과 성장 후( p −1)의 응력확대계수로부터 결정된다.

식 (3.54)의 2차 미분에는 성장 전후의 응력확대계수의 균열 길이에 대한 1차 민감도

를 포함하고 있다. 이 논문에서는 유한차분법(Finite Difference Method)을 이용하여 응력

확대계수에 대한 민감도를 근사한다.

테일러 급수를 이용한 모멘트 산정법에서 근사의 정도를 높이는 방법은 고차의 테

일러 급수를 이용하고 보다 높은 차수의 모멘트까지 고려하는 것이다.  모멘트법을 이

용하여 어떤 사건에 대한 확률을 산정하기 위해서는 주어진 평균, 표준편차, 왜도 등의

모멘트로부터 확률분포를 가정하여야 한다.  초기 균열의 분포가 정규분포인 경우에 성

장후의 균열의 분포는 근사적으로는 대수 정규분포라고 가정할 수 있다.  따라서 평균

과 표준편차가 주어진 경우에는 대수정규분포로 확률분포를 근사하고, 왜도까지 주어진

경우에는 삼변수 대수정규분포나 Weibull 분포를 사용하여 확률 분포를 근사할 수 있다.
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(b) 초기 균열 길이와 성장률 계수가 확률분포를 갖는 경우

Paris-Erdogan 방정식에서 사용되는 계수 C와 m은 피로시험에 의해 결정되는 값으로

확률분포를 갖는다.  그림 3.4는 시험 자료의 변동성을 고려하여 응력확대계수와 성장

률의 관계를 도시한 개념도이다. 응력확대계수와 성장률 각각의 대수는 선형의 관계에

있다.  2장의 성장률식 (2.49)에 대수를 취하면 그림 3.4와 같이 m은 직선의 기울기가

되고, Cln 는 성장률축의 절편이 된다.

)ln(ln)ln( KmC
dN
da

∆+= (3.55)

피로시험에서 보여지는 성장률의 확률분포를 직선의 기울기 m을 고정된 값으로 하고

C가 특정한 분포를 갖는 확률변수로 하여 해석할 수 있다.   이 절에서는 C와 초기

균열 길이 0a 가 확률분포를 가질 경우, 균열 성장의 확률 모멘트 추정 방법을 제안한

그림 3.4 피로 성장률의 확률분포

ln(∆K)

ln
(d

a/
dN

) m
1

Cln
Cln

CP
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다.  C가 확률 변수인 경우에는 균열의 성장은 C의 확률분포에 영향을 받지만, C 자체

는 재료의 특성치이므로 균열 성장 과정에서 확률분포가 일정하다고 가정한다.  2장의

증분법을 이용한 피로 균열 성장 모델링 과정에서 각각의 피로하중 재하 단계마다 균

열 길이 pa 의 확률분포는 이전 단계의 균열 길이 1−pa 의 확률분포뿐만 아니라 C의 확

률분포의 영향을 받는다. 초기 균열 길이 0a 가 C와 확률적으로 독립이더라도, 성장 후

에는 균열 길이 pa 와 C의 공분산이 존재하게 된다.

식 (3.42)에서 pa 는 1−pa 와 C 에 대한 다음과 같은 비선형 함수이다.

)( 1−= ppp fa z (3.56)

여기서, ),( 11 capp −− =z 는 ( p −1)번째 성장 단계의 확률변수 벡터이다. pa 를 1−pa 와 C의

평균에서 2차의 테일러 급수를 취하면 다음과 같다.

그림 3.5 균열의 성장에 따른 확률분포의 변화 (b)

C C C

1−pa pa 1+pa

1−pa pa 1+pa

pN̂∆ 1
ˆ

+∆ pN
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여기서, )1(
,ipf 와 )2(

,ijpf 는 각각 다변수 함수 pf 의 일차와 이차 도함수이다.  2차의 테일

러 급수를 이용하여 3.1절의 식 (3.13), (3.16), (3.17)로부터 pa 의 평균 pa , 표준편차 pσ ,

왜도 pγ 를 다음과 같이 산정한다.

][)(
2
1)( 11

)2(
,1

)1(
, −−− += pijpijppipp Cffa zzz (3.58a)

2/1

1111
)2(

,1
)2(

,

11
)1(

,1
)2(

,11
)1(

,1
)1(

,

])[][][)(()(
4
1

][)()(][)()(σ



−+





++=

−−−−−

−−−−−−

pklpijpijklpklppijp

pijkpkppijppijpjppipp

CCCff

CffCff

zzzzz

zzzzzz

(3.58b)

3111

1111
)1(

,1
)2(

,1
)2(

,

1111
)1(

,1
)2(

,1
)2(

,

1111
)1(

,1
)1(

,1
)2(

,

11
)1(

,1
)1(

,1
)1(

,

σ
1])[][][2

][][3][)(()()(
8
1

])[][2][)(()()(
4
3

])[][][)(()()(
2
3

][)()()(γ

p
pmnpklpij

pklmnpijpijklmnpmnppklppijp

pklmpijpijklmpmppklppijp

pklpijpijklplppkppijp

pijkpkppjppipp

CCC

CCCfff

CCCfff

CCCfff

Cfff





+

−+

−+

−+





=

−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−

zzz

zzzzzz

zzzzzz

zzzzzz

zzzz

(3.58c)

여기서, ijC , ijkC , ijklC , ijklmC , ijklmnC 는 각각 확률변수 ),( 11 Capp −− =z 의 2차, 3차, 4차, 5

차, 6차 공분산 행렬이다. pa 에 대한 3차 이상의 중심 모멘트는 3.1절의 식 (3.22)를

이용하여 산정한다.

그림 3.5은 서로 독립인 초기 균열의 길이 0a 와 성장률 계수 C가 확률분포를 가
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질 때, 피로하중 재하단계에 따라서 균열이 1−pa 에서 pa 으로 그리고 1+pa 로 성장해 나

가는 것을 형상화한 것이다. 균열이 성장하면서 1−pa , pa , 1+pa 는 각각 다른 확률분포

를 갖게 된다. 이때 응답 pa 는 그림 3.6과 같이 1−pa 와 C의 함수가 되고, 응답 1+pa 는

pa 와 C의 함수가 된다. 그림 3.6에서 pa 와 1+pa 는 다음의 함수 관계가 성립한다.

),()( 11 Caffa ppppp −− == z (3.59a)

),()( 111 Caffa ppppp +++ == z (3.59b)

1+pa 는 다음과 같이 1−pa 와 C에 대한 함수로 기술할 수 있다.

),()),(( 11111 CagCffa pppppp −+−++ == z (3.59c)

pa 와 1+pa 를 각각 1−pz 와 pz 에서 1차의 테일러 급수로 근사하면 다음과 같다.

그림 3.6 균열 성장에 따른 균열길이와 C의 함수 관계

C

a p

C

a p 1+

C

a p 1−

pf 1+pf

1+pg

1−pz
pz 1+pz
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또는 1+pa 는 1−pz 에서 다음과 같이 1차의 테일러 급수로 근사할 수 있다.
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이때, )( 1−= ppp fa z , )(11 ppp fa z++ = 이므로 식 (3.43a), (3.43b)로부터 pa 의 편차는 다음과

같다.
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(3.61)

1차의 테일러 급수를 이용하였기 때문에 식 (3.60c)와 (3.61)으로부터 1+pf 에 대해 기술

된 1+pa 의 편차는 다음과 같이 1+pg 에 대한 식으로 변환할 수 있다..
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식 (3.62)로부터 다음과 같이 1+pa 의 분산을 유도하였다.
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(3.63)

식 (3.63)에서 우변의 세 번째 항에는 1−pa 과 C의 공분산을 포함하고 있다.  초기 균열

길이 0a 와 C가 확률적으로 독립이라도 균열이 성장하면서 성장 후의 균열의 길이는

이전 단계의 C의 함수이므로 공분산이 발생하고 다음 성장 단계의 확률분포에 영향을

미치게 된다. 성장 후의 균열 길이 1+pa 와 성장률 계수 C의 공분산은 식 (3.22)에서

1+=ψ pa , Czc = 로 치환하여 산정한다.

C에 대한 1차와 2차 민감도는 Paris-Erdogan 방정식을 편미분하여 산정한다. C는

재료의 물성치로서 균열 길이와 독립이므로 고정된 pN̂∆ 에 대하여 이산화된 Paris-

Erdogan 방정식은 다음과 같다.
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11ˆ (3.64)

식 (3.64)의 양변을 C에 대하여 편미분하면 균열 길이 pa 의 C에 대한 1차와 2차 편

미분 항은 각각 다음과 같다.
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(3.65a)
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초기 균열 0a 가 확정론적 변수이고, 피로 성장률의 계수 C가 확률 변수인 경우에

도 0a 와 C가 모두 확률변수 인 경우와 동일한 과정으로 확률분포를 추정한다. 성장

전에는 초기 균열 0a 의 확률분포를 고려하지 않지만, 주어진 pN̂∆ 에 대하여 성장한 이

후에는 C의 확률분포로 인하여 균열 길이 pa 의 확률분포가 발생하므로, 새로운 균열

증분에 대해서는 균열 길이 pa 와 C의 확률분포를 고려해 주어야 한다. 이때 균열 길

이의 분포는 이전 단계에서 C의 확률분포의 영향을 받으므로 새로운 균열 증분에 대

해서는 균열 길이와 C가 서로 독립이 아니다.  즉, C만이 확률 변수인 경우에는 첫

번째 성장 단계에서 0a 를 확정론적 변수로 취급하는 것을 제외하면 성장에 대한 확률

해석 과정은 0a 와 C를 동시에 확률변수로 고려해 주는 경우와 동일하다.

(c) 초기 균열 길이와 방향각이 확률분포를 갖는 경우

이 절에서는 초기 균열 길이 0a 와 방향각 0θ 가 확률 변수인 경우에 대하여 균열 성장

에 따른 균열 길이와 방향각의 확률분포의 변화를 고려한다. 이산화된 균열 성장의 p

번째 하중 재하 단계에서 균열 길이와 방향각은 다음과 같이 이전 단계( p −1)의 균열

길이와 방향각의 함수가 된다.

)θ,( 11 −−= pppp afa (3.66a)
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)θ,(θ 11 −−= pppp ag (3.66b)

식 (3.66a), (3.66b)를 1−pa 와 1θ −p 의 평균에서 1차의 테일러 급수를 취하면 각각

다음과 같다.
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응답 pa 와 pθ 의 평균과 분산은 각각 다음과 같이 산정한다.

)θ,( 11 −−≈ pppp afa (3.68a)

)θ,(θ 11 −−≈ pppp ag (3.68b)
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초기 균열 길이 0a 와 방향각 0θ 가 확률적으로 독립이라도 이산화된 균열 성장의 각
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단계에서 성장 후의 균열 길이 pa 와 방향각 pθ 은 더 이상 독립이 아니므로 공분산이

발생한다.

식 (3.67)의 일차의 테이러 급수에 대한 민감도를 산정하기 위해서는 균열 길이와

방향각에 대한 방정식이 주어져야 한다.  균열 길이에 대한 민감도는 이산화된 Paris-

Erdogan 방정식으로부터 얻는다.
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성장 후의 균열의 초기 길이와 방향각에 대한 편미분은 각각 다음과 같다.
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식 (3.71b)에는 균열 방향각에 대한 응력확대계수의 1차 민감도를 포함하고 있다. 식

(3.71b)에는 다음의 정적분에 대한 편미분 공식이 사용 되었다.
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성장 후의 균열 방향각을 초기 기하 형상( 1−pa , 1−pθ )의 함수로 기술하면 다음과 같다.

)θ,(θ)θ,(θ)θ,(θ 1111111 −−−−−−− ∆+ϕ+= pppppppppp aaa (3.73)

여기서, pθ∆ 는 곡선의 두 점 사이의 곡률의 적분으로 정의할 수 있다.
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daa
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)(θ X (3.74)

성장 곡선을 포물선으로 가정하면 2장의 식 (2.69a)와 식 (2.69b)로부터 pa∆ 를 pθ∆ 에

대하여 나타낼 수 있다.

{ }ppppp b
a θsecθtanln)θsec()θtan(

4
1

∆+∆+∆∆=∆ (3.75)

방향각의 균열 길이에 대한 편미분는 식 (3.73)의 양변을 1−pa 에 대해 편미분하여 얻는

다.
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여기서, 1/ −∂ϕ∂ pp a 는 2장의 식 (2.52a)을 편미분하여 구한다.

0)1cos3(sin III =−ϕ+ϕ pp KK (3.77)
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식 (3.76)의 우변의 두 번째 항은 식 (3.77)의 관계로부터 유도한다.
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성장 후의 방향각의 이전 단계의 방향각에 대한 편미분은 식 (3.73)의 양변을 1θ −p 에 대
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해 편미분하여 유도한다.
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여기서, 1θ/ −∂ϕ∂ pp 는 식 (3.60)을 편미분하여 유도한다.
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식 (3.77)의 우변의 두 번째 항은 식 (3.74)으로부터 다음과 같이 기술된다.
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식 (3.82)에서는 곡선의 매개변수 a를 따라가면서 방향각에 대한 곡률의 민감도

θ/ ∂′′∂X  를 산정하여야 한다. 식 (3.79)에서 곡률( X ′′ )은 반복적인 균열 성장 해석으

로부터 얻어진 포물선의 곡률로 산정할 수 있지만,  식 (3.82)의 곡률에 대한 방향각의

민감도를 수치적으로 산정하기 위해서는 많은 계산이 소요된다.  식 (3.82)의 곡률과 곡

률에 대한 민감도 산정에 있어서의 수치적인 문제를 피하기 위하여, 포물선을 이용하여

균열의 성장 곡선을 모델링하면 방향각에 대한 민감도를 다음과 같이 산정할 수 있다.
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식 (3.83)의 우변의 첫번째 항은 식 (3.75)로부터 다음과 같다.
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식 (3.79)의 우변의 두 번째 항은 이전 단계의 균열 길이와 방향각이 독립이라면 다음

과 같다.
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식 (3.71b)과 식 (3.82)에서 초기 방향각에 대한 민감도 θ/ ∂∂K 는 유한차분법이나 shape

sensitivity를 이용한 수치적인 방법으로 산정한다.

이 절에서는 미세 균열에서 방향각의 확률분포가 미치는 영향을 직접적으로 접근

할 수 없기 때문에, 거시적인 크기를 갖는 균열의 초기 방향각의 확률분포가 성장 후

균열 길이의 확률분포에 미치는 영향에 대하여 해석적인 방법으로 접근하였다. 균열각

에 대한 응력확대계수의 민감도 산정에 있어서 수치적 어려움으로 예제에서 수치해석

은 수행하지 않았지만 2장의 2.4.3절의 예제에서 초기 균열 방향각이 균열 성장 곡선

에 미치는 영향이 매우 작음을 확인하였다. 미세균열에서도 초기 방향각의 확률분포가

전체 성장 경로에 미치는 영향이 작을 것으로 판단된다. 이러한 이유로 이 논문에서는

거시적인 균열의 성장해석에서 초기 방향각을 평균값을 갖는 것으로 간주한다.  다만

미세 균열에서 초기 방향각에 따라 초기 응력상태가 달라지고 이에 따라 피로 수명이

영향을 받으므로 이에 대한 연구가 필요함을 밝혀둔다.
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3.3 피로수명의 확률분포 추정과 피로-강도 곡선

균열체의 피로 수명은 균열 발생에 대한 피로수명을 제외하면, 2장의 식 (2.77)과 같이

미세균열과 거시균열 각각의 피로 수명의 합으로 나타낼 수 있다.
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a
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)πσ( 00g

0
T (3.86)

여기서, 0a 는 하한계 균열길이이고, 0gY 는 0aa = 일 때의 기하형상 함수이다. cra 은 파

괴에 대한 임계 균열길이이다.  피로 수명은 여러 가지 확률인자에 의하여 확률분포를

갖게 된다. 피로 수명의 확률분포를 3.1.2절의 이계삼차모멘트법으로 추정할 수 있다.

식 (3.86)의 전체 피로수명을 확률변수 0a 와 C에 대하여 2차의 테일러 급수를 취하고

이로부터 전체 피로수명의 확률 모멘트를 제안된 모멘트법으로 산정한다.
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여기서, 피로수명에 대한 일차와 이차의 미분 항은 각각 다음과 같다.
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식 (3.87)을 제안된 이계삼차모멘트법에 적용하면, 초기 균열 길이와 성장률 계수 C의

확률분포로부터 전체 피로수명의 확률분포를 결정할 수 있다. 이때 초기균열길이의 확

률분포는 하한계 균열 길이로부터 추정할 수 있다.  Threshold Kth와 한계 피로응력 σe

의 확률분포를 각각 대수정규분포로 가정하면 하한계 균열길이 a0의 확률분포를 대수

정규분포로 산정할 수 있다.

2

eg

th
0 )

σ
(

π
1

Y
Ka = (3.89a)

)πln(σln2ln2ln 2
geth0 YKa −−= (3.89b)

하한계 균열길이 a0와 성장률 계수 C의 확률분포를 대수정규분포로 가정하여 전체 피

로수명 NT의 확률분포를 제안된 모멘트법을 이용하여 확률분포를 추정하고, 이로부터

피로-강도 곡선상에서 95% 신뢰한계선을 산정한다.
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3.4 신뢰도 평가

이 절에서는 피로 균열의 파괴확률 산정법으로서 Monte-Carlo simulation을 이용한 모의

실험법과 신뢰도 지수를 이용하여 산정하는 일계신뢰도법, 모멘트법을 이용한 방법을

비교하고 각각의 장단점을 파악하고자 한다.

3.4.1 파괴확률의 정의

균열의 피로 파괴에 대한 한계상태식은 다음과 같이 정의 된다 [Lua 1993, Besterfield

1991, Tryon 1996].

LRLR zzzzg −=),( (3.90)

여기서, zR 은 저항 요소이고, zL 은 하중 요소이다. 파괴확률은 그림 3.5와 같이 저항요

소와 하중요소의 확률분포로부터 정의된다.
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여기서, Rφ 과 Lφ 은 저항요소와 하중요소의 확률밀도함수이고, RΦ 은 저항요소의 누적

밀도함수이다.  그림 3.7 에서 파괴확률은 두 확률분포가 겹치는 면적보다 작다.

피로 균열의 파괴에 대한 한계상태식은 같은 파괴상태일지라도 공학적인 관점에

따라 다음과 같이 몇 가지를 고려할 수 있다. [Lua 1993, Besterfield 1991, Tryon 1996].
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ST )()( NNg −= zz (3.92a)

)()( S zz KKg C −= (3.92b)

)()( Scr zz aag −= (3.92c)

식 (3.92a), (3.92b), (3.92c)의 한계상태식은 서로 다른 물리량으로 정의되어 있지만 동일

한 파괴상태를 나타내고 있다.  식 (3.92a)에서 TN 은 균열이 파괴상태에 도달할 때까지

의 전체 피로수명이고, SN 는 공용 피로수명(service life)이다. 식 (3.92b)에서 CK 는 파괴

인성(toughness)이고 SK 은 SN 의 피로하중 재하 후의 응력확대계수이다.  식 (3.92c)에

서 cra 은 응력확대계수가 파괴인성에 도달했을 때의 임계균열길이고, Sa 는 피로하중을

공용피로수명 SN 만큼 재하 하였을 때의 성장한 균열의 길이이다. TN , SK , Sa 는 주어

진 확률변수에 대하여 수치적으로 산정되고, CK , cra 는 재료의 특성치로 결정된다.  확

률변수 z는 다음과 같이 초기 균열길이(a0), 피로 균열의 성장률 계수(C, m), 피로 응력

(σ) 등이다.

그림 3.7 파괴확률의 정의
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)σ,,,( 0 mCa=z (3.93)

파괴확률은 확률변수 z가 한계상태를 넘어선 영역에서 다변수 결합확률밀도함수

(multivariate density function) Zφ 의 적분으로 정의된다.
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Z dP
g
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≤

φ=
0)(

f )( (3.94)

피로 균열 문제에서 식 (3.94)을 이용한 파괴확률 산정이나 신뢰도 평가에는 두 가지

어려움이 있다.  우선은 확률 변수들의 분포를 알 수 없기 때문에 확률밀도함수를 가정

하여야 한다는 것이다.  다른 한가지는 식 (3.94)에서 한계상태식의 비선형성이 심한 경

우 적분경로를 정확하게 파악하기가 거의 불가능하므로 해석적인 방법으로 정해를 구

할 수 있는 경우는 매우 제한적이고, 수치적분을 하더라도 많은 계산을 필요로 한다.

파괴확률에 대한 적분을 근사적으로 평가하는 방법으로는 Monte-Carlo simulation을 이

용한 모의 실험법, 일계신뢰도법(First-Order Reliability Method), 이계신뢰도법(Second-

Order Reliability Method) 등이 있다.

3.4.2 Monte-Carlo simulation 에 의한 신뢰도 평가

Monte-Carlo simulation은 결합확률밀도함수를 이용하여 확률 변수들의 분포특성이 반영

된 난수를 추출하여 충분한 수의 표본집단을 생성한다.  M 개의 자료를 추출하였을 때

한계상태식이 0보다 작은 경우가 fm 라면 파괴확률은 다음과 같이 추정한다.

M
mP f

f ≈ (3.95)

Shooman은 M 개의 추출 자료로부터 추정한 파괴확률에 대한 유의수준 5%의 오차 추
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정식을 다음과 같이 제안하였다 [양영순 2002].

MP
P

f

f−
=

1
2(%)ε f (3.96)

Monte-Carlo Simulation으로 추정된 파괴확률이 적절한 신뢰도를 갖기 위해서는 예상 파

괴확률에 대한 역수의 10배 내지 100배 이상의 값을 전체 추출개수 M 으로 취하는

것이 일반적으로 추천된다.

3.4.3 일계신뢰도법

일계신뢰도법(First-Order Reliability Method)에서는 초기 균열의 확률분포를 정규분포라는

가정하에 파괴확률의 간접적인 지표인 신뢰도지수(Reliability index)를 산정한다. 확률분

그림 3.8  표준확률분포 좌표계에서의 한계상태와 신뢰도지수

β

s2

s1

g(s) < 0g(s) > 0

g(s) = 0

s*

0)(~ =sg
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포가 정규 분포가 아닌 경우에는 Rackwitz-Fiessler 변환법[Lua 1993, 양영순 2002]을 사

용하여 등가의 정규분포의 평균과 표준편차를 추정한다. 식 (3.94)의 파괴확률은 확률분

포를 정규분포로 가정하면 표준정규분포 상에서 다음과 같이 기술할 수 있다.
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(3.97)

여기서, )(sg 는 표준정규분포 좌표계에서의 한계상태식이고, s은 sn 개의 서로 독립적

인 표준정규분포 좌표계로 변환된 확률 변수이다.
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= (3.98)

일계신뢰도법은 표준정규분포 확률변수의 공간에서 주어진 한계상태까지의 최단거리를

구하기 위해 최적화기법을 도입하고, 파괴확률은 그림 3.8과 같이 한계상태식을 파괴에

대한 최빈점(Most Probable Failure Point 또는 Design Point)에서 선형의 한계상태식으로 근

사하여 산정한다.  한계상태식에 대한 최빈점 *s 에서의 1차 선형 근사는 다음과 같다.
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식 (3.94)으로부터 파괴확률은 다음과 같이 표준정규분포의 분포함수 Φ로 표현할 수

있다.
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여기서, β는 신뢰도 지수로서 최빈점까지의 최단거리를 나타낸다. 표준정규분포 공간

에서 한계상태식을 만족하면서 신뢰도 지수 β를 최소화 하는 최빈점을 찾는다.

0)(~ subject to)(βMin 2/1 == sss gT (3.101)

최적화 알고리즘으로는 gradient projection method, Hasofer-Lind method, 그리고 modified

HL-RF method 등이 있다 [Lua 1993].  Hasofer-Lind method (또는 HL-RF method)에서는 최

적화 과정에서 다음과 같이 최빈점을 반복적으로 보정해 준다.
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여기서, j는 반복계산 횟수이고, mg,
~ 는 다음과 같이 정의된다.
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피로 균열 성장 문제에서 확률변수가 초기 균열 길이 0a 와 성장률 계수 C인 경

우에는 식 (3.94)의 한계상태식을 이용한다.  식 (3.102)에서 한계상태식에 대한 민감도

는 Paris-Erdogan 방정식으로부터 얻을 수 있다. 한계상태식 (3.92a)는 피로 균열이 파괴

에 이르는 균열 길이 ( cra )까지 성장하는데 필요한 피로하중 재하 회수 N이 확률분포

를 이룬다는 것을 가정한다. 따라서 Paris-Erdogan 방정식에서 적분상수를 craaN =  으로

치환하여 피로 수명에 대한 민감도를 산정한다.
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식 (3.104)으로부터 초기 균열 길이 0a 와 성장률 계수 C에 대한 1차 민감도는 각각

다음과 같다.

)(
1

2 00

T

aCK
m

a
N

m−=
∂
∂

(3.105a)

C
N

C
N TT −=
∂

∂
(3.105b)

그림 3.9은 초기 길이 0a 가 확률분포를 갖을 때, 파괴상태에 이르는데 소요되는 피로

하중 재하 회수 N의 확률분포와 파괴확률을 보여준다. 평균이 0a 인 확률분포를 갖는

초기균열이 cra 까지 성장하는데 소요되는 피로하중의 재하 회수 N은 평균이 TN 인 확

률분포를 이루고, N의 확률분포에서 공용피로수명 SN 보다 작을 확률은 초기 균열의

그림 3.9 피로수명 률

초기균열의 분포
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TNSN
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확률분포에서 0a 가 *
0a 보다 클 확률과 같다.  크기가 *

0a 인 초기균열이 SN 회의 피로하

중을 받으면 균열이 cra 까지 성장하여 파괴에 이른다. 초기 길이가 *
0a  일 때 한계상태

식은 다음과 같이 0이 된다.

0)()( S
*
0T

*
0 =−= NaNag (3.106)

파괴에 이르는 임계 균열 길이 cra 는 재료의 파괴인성(KC)으로부터 결정된다. 초기 균

열의 확률분포에서 *
0a 보다 클 확률은 그림 3.10에서와 같이 표준정규분포 확률공간에

서 신뢰도지수 β로부터 산정한다.

파괴인성의 확률분포를 고려하기 위해서는 식 (3.92b)의 한계상태식을 적용한다.

초기균열길이와 성장률 계수 C, 파괴인성(KC)을 확률변수로 하여 한계상태식을 다음과

같이 정의한다.

),(),,()( 00 CaKKKCagg sCC −==x (3.107)

0<g 을 만족하는 파괴확률은 확률 변수들이 서로 독립적인 정규분포일 때 다음과 같

그림 3.10  초기 균열의 분포와 파괴확률의 산정

좌표변환

P

초기균열의 분포

Φ(−β)
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표준정규분포

00a *
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0a s* s
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이 신뢰도지수 β로부터 산정할 수 있다.
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f −Φ≈φ= ∫
≤

zz
z

Z dP
g

(3.108)

신뢰도지수 β를 결정하기 위한 최적화 과정에는 한계상태식에 대한 다음의 일차 편미

분이 사용된다.
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여기서, 초기 균열 길이와 성장률 계수에 대한 균열 길이의 일차 민감도는 다음과 같다.
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3.4.4 모멘트법에 의한 신뢰도 평가

모멘트법을 이용하는 파괴확률 산정법은 앞절의 일계신뢰도법에 비하여 보다 직접적으

로 파괴확률을 산정할 수 있다.  파괴에 대한 한계상태식은 다음과 같이 균열의 길이에

대한 식으로 변환할 수 있다.
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)()( Scr zz aag −= (3.111)

여기서, Sa 는 피로하중을 공용피로수명 SN 만큼 재하하였을 때의 성장한 균열의 길이

이다.

그림 3.11은 초기 길이 0a 가 확률분포를 갖을 때, 공용피로수명 만큼의 피로하중

을 재하 하였을 때 균열 길이의 확률분포와 파괴확률의 관계를 보여준다. 평균이 0a 인

확률분포를 갖는 초기균열이 공용피로수명 SN 의 피로하중 재하 후에는 균열은 평균

길이가 Sa 인 확률분포를 이루고, 균열 길이 Sa 가 파괴에 대한 임계균열 길이 cra 보다

클 확률은 초기 균열의 확률분포에서 0a 가 *
0a 보다 클 확률과 같다.  즉, 크기가 *

0a 인

초기균열이 SN 회의 피로하중을 받으면 균열이 cra 까지 성장하여 균열이 파괴에 이른

그림 3.11 균열의 길이 aN의 분포와 파괴확률

초기균열의 분포

Pa
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cra

*
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0<g
fP
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다. 초기 길이가 *
0a  일 때 한계상태식은 다음과 같이 0이 된다.

0)()( *
0Scr

*
0 =−= aaaag (3.112)

이때 그림 3.12와 같이 cra 보다 큰 균열의 확률로부터 직접적으로 파괴확률을 산정할

수 있다. 파괴 확률을 산정하기 위해서는 모멘트법으로 산정한 평균, 표준편차, 왜도 등

의 확률 모멘트로부터 주어진 문제의 특성에 맞게 성장 후의 균열의 분포를 lognormal

또는 Weibull 분포 등으로 가정하여야 한다.

Monte-Carlo simulation을 이용하여 파괴확률을 산정할 경우에는 파괴확률의 역수의

10배 내지 100배의 자료를 추출하여 각각을 해석하여야 하므로 많은 계산 시간이 소

요된다.  일계신뢰도법의 경우에는 주어진 공용피로수명에 대하여 수 차례의 반복계산

으로 성장 전의 확률분포에서 파괴에 대한 최빈점( *
0a )을 찾는다.  따라서 공용피로수명

의 변화에 따른 파괴확률을 산정할 경우에는 계산량이 많아지게 된다.  또한 다변수 확

률분포에 대해서는 한계상태식을 1차로 근사하게 된다.  제안된 모멘트법으로 파괴확

그림 3.12 성장 균열의 길이와 파괴확률의 관계

NS 피로하중 재하후

P

초기균열의 분포

g < 0

g = 0

Pf

P

성장후의 균열 분포

0a *
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0a cra
SaSa
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률을 산정할 경우에는 균열의 성장에 따른 확률분포로부터 직접적으로 파괴확률을 산

정하므로 한번의 해석으로 공용피로수명의 변화에 따른 파괴확률의 변화를 추정할 수

있다.  제안된 방법으로 파괴확률을 산정하기 위해서는 평균, 표준편차, 왜도 등의 고차

확률 모멘트로부터 균열 길이의 확률분포를 적절히 가정하는 것이 선행되어야 한다.

제안된 모멘트법에서 파괴인성을 확률변수로 하는 식 (3.92b)의 한계상태식을 적용

하기 위해서는, 균열 성장과정에서 추정된 균열길이 a의 확률분포로부터 K의 확률분

포를 추정해야 한다.  응력확대계수 K의 확률분포를 추정하기 위하여 2차의 테일러

급수를 취하면 다음과 같다.

2
2

2

)(
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1)()()( aa

a
Kaa

a
KaKaK

aa

−
∂
∂

+−
∂
∂

+≈ (3.113)

식 (3.113)에서 2차 민감도 산정의 수치적 어려움으로 인하여, KC의 확률분포로에 대응

하는 acr의 확률분포를 추정하여 다음과 같이 한계상태식을 재 정의하고, a와 acr의 확

률분포로부터 파괴확률을 산정할 수 있다.

),(),,()( 0Scrcr0 CaaaaCagg −==x (3.114)

daaaP a )()(crf φΦ= ∫
∞

∞−

(3.115)

여기서, crΦ 과 aφ 은 각각 acr의 누적밀도함수와 균열길이 a의 확률밀도함수이다.  파

괴에 대한 임계균열길이 acr와 파괴인성(KC)의 확률분포를 결정하기 위하여 Monte-Carlo

simulation로부터 파괴상태의 a와 K의 확률분포를 이용한다.
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3.5 피로 균열 확률 예제

제안된 피로 균열의 확률분포 추정과 파괴확률 산정을 검증하고자 편측 균열판 예제에

대하여 초기 균열 길이와 성장률 계수 C의 확률분포를 고려하여 확률해석을 수행하였

다. 그림 3.13는 인장 피로 응력 (σ = 16.5 kN/cm2)을 받는 균열판이다. 균열판은 크기가

가로 20cm, 세로 40cm 이고 좌측 중앙에 초기 균열을 포함하고 있다. 탄성계수와 포아

송비는 각각 E = 21,000 kN/cm2 와 ν = 0.3 이다.  Paris-Erdogan 방정식에 사용되는 물성

치는 C = 1.886×10−10, m = 3.0 이다. 초기 균열 길이가 하한계 균열길이 0.0336cm에서부

터 0.2cm까지는 무한 균열판에 대한 해석해를 이용하여 수치해석 하고, 0.2cm 이후부터

이중경계요소법으로 수치해석을 수행한다. 초기 균열 길이와 성장률 계수 C에 대한 다

음의 세가지 확률분포에 대하여 확률 해석을 수행한다.

그림 3.13 인장 피로 응력을 받는 편측 균열

a0

σ = 16.5 kN/cm2

20cm

20cm

20cm
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Case 1 : 초기 균열 길이가 변동계수 5%의 정규분포

Case 2: 성장률 계수 C 가 변동계수 5%의 정규분포

Case 3: 초기균열 길이와 성장률 계수 C 가 각각 변동계수 3%의 정규분포

그림 3.14는 예제에 대한 응력확대계수의 민감도를 균열 증분을 변화시켜서 유한

차분법으로 산정한 것이다. 예제에서 초기 균열의 증분 크기는 균열 길이의 0.01%

( aa =δ ×10−4)로 설정하여 응력확대계수의 민감도를 산정하였다.

그림 3.14 응력확대계수의 상대 민감도
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3.5.1 균열 길이의 확률분포 추정

세가지 확률분포에 대하여 제안된 방법으로 확률분포를 추정하고 Monte-Carlo simulation

의 결과와 비교하였다.  2장의 2.4.2 예제에서 피로응력이 σ = 16.5 kN/cm2 인 경우에 미

세 균열과 거시균열의 구분이 되는 하한계 균열길이는 0l = 0.0336 cm 이다.  미세균열은

823,000회의 피로하중 재하 후에 0.0336 cm로 성장한다. 거시균열의 확률해석은 무한판

해석과 수치해석으로 구분하여 수행한다.  균열길이가 0.0336cm에서 0.2cm까지의 균열

성장은 기하형상함수가 gY =1.12 의 일정한 값을 갖는 무한 균열판이라고 가정하여 확

률해석을 수행하였다. 이때 약 970,000 회의 피로하중을 제하하였다. 균열 길이의 평균

이 0.2cm일 경우의 확률분포를 추정하기 위하여 세가지 경우에 대하여 각각 10,000 개

의 임의자료를 Latin Hypercube Sampling 법으로 추출하여 Monte-Carlo simulation을 수행

하였다.  표 3.1은 위의 세가지 경우에 대하여 초기 거시균열을 무한 균열판으로 가정

하여 Monte-Carlo simulation 으로 산정한 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜도이다.  세가

지 경우에 대해 균열의 평균이 0.2 cm일 때의 균열 길이의 변동계수가 각각 12 %, 15 %,

11 % 로서 확률변수의 종류와 분산의 정도에 따라 다른 결과를 보여주고 있다. Case 2

의 경우에는 하한계 균열 길이에서 균열 길이의 분산이 0이지만, 약 97만회의 피로 하

중 재하 후에는 균열 길이의 분산이 가장 커졌다.  성장률 계수 C가 균열의 성장에 미

치는 영향이 매우 큰 것으로 판단된다.

균열의 길이가 0.2cm 보다 큰 거시 균열에 대해서는 균열판을 이중경계요소로 이

산화하여 피로 균열 성장해석을 수행하여 확률분포를 추정하였다. Monte-Carlo simulation

과 제안된 모멘트법으로 40만회의 추가적인 피로하중을 재하하고 성장 후의 균열 길이

의 확률분포를 산정하였다. 피로하중을 ∆N = 20,000 씩 20회 분할하여 각각의 하중 재

하 단계마다 성장 해석과 확률 해석을 수행하였다.  Monte-Carlo simulation에서는 표
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3.1에 주어진 거시 균열 길이의 분포를 정규분포로 가정하여 10,000 개의 임의 자료를

추출하였다. 제안된 모멘트법에서는 균열 길이에 대한 1차 및 2차의 테일러 급수로 평

균, 표준편차, 왜도를 추정하였다.

그림 3.15, 3.16, 3.17은 각각 220만회까지의 피로하중 재하에 따른 균열길이의 평

균, 표준편차, 왜도에 대한 Monte-Carlo simulation의 결과를 보여준다. 이때 미세균열 영

역에서는 N = 0일때의 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜도를 영으로 보고 하한계 균열

길이까지 선형으로 성장한다고 가정하여 점선으로 표시하였다. 그림 3.15에서 세가지

경우에 대해 균열 길이의 평균은 거의 일정하지만, 그림 3.16과 그림 3.17의 표준편차

와 왜도는 균열 성장에 따라 차이가 커지고 있다. 그림 3.18는 피로하중 재하에 따른

변동계수의 변화를 보여주고 있다. 성장률 계수 C의 변동계수가 5%인 Case 2의 경우

가 균열 성장에 따른 균열 길이의 변동계수의 변화가 가장 크다.

표 3.1 초기 거시균열과 무한 균열판 해석 후의 균열 길이의 확률 분포

Case 1 Case 2 Case 3

평균 (cm) 0.0336 0.0336 0.0336초기 균열

(정규분포) 변동계수 5 % 0 % 3 %

평균 (cm) 0.2 0.2 0.2

표준편차 (cm) 0.0244 0.0292 0.0228

왜도 0.324 0.680 0.474

변동계수 12 % 15 % 11 %

MCS 해석결과

(무한 균열판)

하중 재하 (Ninf) 969,300 966,300 968,800
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그림 3.15  MCS로 추정한 균열 길이의 평균

그림 3.16 MCS로 추정한 균열 길이의 표준편차

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

0 5.0 105 1.0 106 1.5 106 2.0 106

Case 1 (a
0
, 5%)

Case 2 (C
 
, 5%)

Case 3 (a
0
, C, 3%)

M
ea

n 
of

 c
ra

ck
 le

ng
th

 (c
m

)

Number of load cycles, N

Micro-crack

Macro-crack
(Finite plate)

Macro-crack
(Infinite plate)

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0 5.0 105 1.0 106 1.5 106 2.0 106

Case 1 (a
0
, 5%)

Case 2 (C
 
, 5%)

Case 3 (a
0
, C, 3%)

SD
 o

f c
ra

ck
 le

ng
th

 (c
m

)

Number of load cycles, N

Macro-crack
(Finite plate)

Macro-crack
(Infinite plate)

Micro-crack



134

그림 3.17 MCS로 추정한 균열 길이의 왜도

그림 3.18 MCS로 추정한 균열 길이의 변동계수
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(a) Case 1 : 초기 균열 길이가 변동계수 5%의 정규분포

제안된 1차와 2차의 테일러 급수를 이용한 모멘트법과 Monte-Carlo simulation으로 균

열 성장에 따른 균열 길이의 평균과 표준편차, 왜도를 추정하였다. 표 3.2는 성장 후의

균열 분포에 대한 제안된 모멘트법과 Monte-Carlo simulation의 결과를 비교한 것이다.

변동계수가 약 30%인 18번째의 하중 재하 단계와 마지막 하중 재하 단계의 균열 길이

의 평균, 표준편차, 왜도를 비교 하였다.  제안된 모멘트법의 경우 높은 차수의 테일러

급수를 이용할수록 더 정확한 해석 결과를 보여준다.  2차의 테일러 급수를 이용할 경

우 변동계수 30%인 18번째 하중 재하 후의 평균과 표준편차는 오차가 1% 이내이고

왜도는 15%의 오차가 발생한다.  변동계수가 38%인 마지막 하중 재하 후에는 평균에

서는 0.1 %, 표준편차에서는 1.4 %, 왜도에서는 26 %의 차이가 발생하였다. 고차의 모멘

트일수록 Monte-Carlo simulation의 결과와 차이가 조금씩 커짐을 알 수 있다. 그림 3.19,

3.20, 3.21 은 각각 균열 성장에 따른 평균과 표준편차 그리고 왜도의 변화를 보여 주고

있다.  그림에서 Monte-Carlo simulation이 점선으로 표시된 부분은 일부 균열이 파괴상

태에 도달하여 균열의 길이를 산정할 수 없기 때문에 파괴된 자료를 제한 결과이다.

∆N = 20,000 씩 19회 재하에서 10,000개의 균열 중에서 1개의 균열이, 20회 재하에서

9개의 균열이 파괴에 도달하였다. 왜도의 경우에는 1차의 테일러 급수로는 추정이 거

의 불가능하고, 2차의 테일러 급수를 이용한 경우에도 변동계수가 30% 보다 커지면서

차이가 급격히 커지기 시작한다.

그림 3.22는 성장후의 균열 길이를 정규분포, 삼변수 대수정규분포, Weibull 분포의

세가지 확률분포로 가정하였을 경우, Kolmogorov-Smirnov test의 결과를 보여주고 있다.

성장 후의 균열 길이의 확률분포는 변동계수가 30%이하인 N = 2,150,000 회까지는 유의

수준 5%에서 대수정규분포라고 가정할 수 있다. 초기 균열의 확률분포가 정규분포이기
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때문에 초기 성장과정에서는 균열 길이의 확률분포가 정규분포에 가깝지만, 균열이 성

장하면서 대수정규분포에 가까워짐을 K-S test로부터 확인할 수 있다.

그림 3.23은 18번째와 20번째 피로 하중 재하 후의 Monte-Carlo simulation으로 얻

어진 돗수분포와 모멘트법으로 산정한 표 3.2의 평균, 표준편차, 왜도로부터 추정한 대

수정규분포의 확률밀도함수를 비교한 것이다.  변동계수가 30%인 18번째 하중 재하

단계에서는 제안된 모멘트법으로 추정한 결과가 Monte-Carlo simulation의 돗수분포와

잘 일치하고 있으나, 20번째 하중 재하 단계에서는 차이가 벌어졌음을 확인 할 수 있다.

초기 균열 길이가 확률 변수인 Case 1의 경우에 제안된 이계삼차모멘트법은 변동계수

가 대략 30% 까지는 확률분포를 잘 근사한다고 판단된다.
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표 3.2 균열 성장후의 평균, 표준편차, 왜도 (Case 1)

Monte-Carlo

simulation
모멘트법

(1st-order)

모멘트법

(2nd-order)

평균 (cm) 0.980 0.945 0.980

표준편차 (cm) 0.290 0.258 0.289

왜도 0.142 0.324 0.121

N = 2,152,400

(18th step)

변동계수 30 % 27 % 29 %

평균 (cm) 1.347 1.264 1.348

표준편차 (cm) 0.511 0.411 0.504

왜도 2.024 0.324 1.503

N = 2,192,400

(20th step)

변동계수 38 % 33 % 37 %

그림 3.19 균열 성장에 따른 균열 길이의 평균 (Case 1)
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그림 3.20 균열 성장에 따른 균열 길이의 표준편차 (Case 1)

그림 3.21 균열 성장에 따른 균열 길이의 왜도 (Case 1)
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그림 3.22 성장 후 균열 길이의 확률분포에 대한 K-S Test (Case 1)

그림 3.23 성장 후 균열 길이의 확률밀도함수 (Case 1)
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(b) Case 2 : 성장률 계수 C 가 변동계수 5%의 정규분포

Case 2의 확률분포를 갖는 거시 균열에 대하여 제안된 모멘트법과 Monte-Carlo

simulation으로 균열 성장에 따른 균열 길이의 평균과 표준편차, 왜도를 추정하였다. 표

3.3은 성장 후의 균열 분포에 대한 제안된 모멘트법과 Monte-Carlo simulation의 결과를

비교한 것이다. 2차 테일러 급수를 이용한 경우 변동계수가 31%인 12번째 하중 재하

단계에서 평균, 표준편차 왜도는 각각 0.2%, 3 %, 20%의 차이가 발생하고, 마지막 하중

재하 단계에서는 평균, 표준편차, 왜도에서 각각 17 %, 66 %, 26 %의 차이가 발생하였다.

그림 3.24, 3.25, 3.26 은 각각 균열 성장에 따른 균열의 평균과 표준편차, 왜도의 변화를

도시한 것이다. 그림에서 점선은 10,000개의 자료 중에서 구조물이 파괴된 자료를 제외

한 결과이다.  ∆N = 20,000 씩 14회 재하에서 처음으로 1개의 균열이 파괴상태에 도달

하였고, 최종적으로는 412개의 자료가 파괴상태에 도달하였다. N = 2,029,400 이후부터

변동계수가 30%를 넘어서고 이후부터는 추정한 평균과 표준편차가 Monte-Carlo

simulation의 결과와 차이가 커지기 시작한다.

그림 3.27는 성장후의 균열 길이를 정규분포, 삼변수 대수정규분포, Weibull 분포의

세가지 확률분포로 가정하였을 경우, Kolmogorov-Smirnov Test의 결과를 보여주고 있다.

성장 후의 균열 길이의 확률분포는 변동계수가 30%이하인 200만회까지는 유의수준

5%에서 대수정규분포라고 가정할 수 있다. 초기 균열의 확률분포가 정규분포이기 때문

에 초기 성장과정에서는 균열 길이의 확률분포가 정규분포에 가깝지만, 균열이 성장하

면서 대수정규분포에 가까워짐을 K-S test로부터 확인할 수 있다.

그림 3.28은 12번째와 20번째 피로 하중 재하 후의 Monte-Carlo simulation으로 얻

어진 돗수분포와 모멘트법으로 산정한 표 3.2의 평균, 표준편차, 왜도로부터 추정한 대

수정규분포의 확률밀도함수를 비교한 것이다.  변동계수가 31%인 12번째 하중 재하
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단계에서는 제안된 모멘트법으로 추정한 결과가 Monte-Carlo simulation의 돗수분포와

잘 일치하고 있으나, 20번째 하중 재하 단계에서는 변동계수가 61%이고 추정된 결과를

신뢰할 수 없을 만큼 차이가 벌어졌다.



142

표 3.3 균열 성장후의 평균, 표준편차, 왜도 (Case 2)

Monte-Carlo

simulation
모멘트법

(1st-order)

모멘트법

(2nd-order)

평균 (cm) 0.505 0.486 0.504

표준편차 (cm) 0.159 0.138 0.155

왜도 1.834 0.541 1.461

N = 2,029,400

(12th step)

변동계수 31 % 28 % 31 %

평균 (cm) 1.438 1.264 1.676

표준편차 (cm) 0.871 0.694 1.450

왜도 2.042 0.476 1.514

N = 2,189,400

(20th step)

변동계수 61 % 55 % 87 %

그림 3.24 균열 성장에 따른 균열 길이의 평균 (Case 2)
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그림 3.25 균열 성장에 따른 균열 길이의 표준편차 (Case 2)

그림 3.26 균열 성장에 따른 균열 길이의 왜도 (Case 2)
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그림 3.27 성장 후 균열 길이의 확률분포에 대한 K-S test (Case 2)

그림 3.28 성장 후 균열 길이의 확률밀도함수 (Case 2)
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(c) Case 3 : 초기균열 길이와 성장률 계수 C 가 각각 변동계수 3%의 정규분포

모멘트법과 Monte-Carlo simulation으로 추정된 평균과 표준편차, 왜도를 균열 성장에 따

라 그림 3.29, 3.30, 3.31 에 각각 도시하였다. 그림에서 점선은 10,000개의 자료 중에서

구조물이 파괴된 자료를 제외한 결과이다. 18번째 성장 단계에서 처음으로 4개의 균열

이 파괴상태에 도달하였고, 최종적으로는 71개의 자료가 파괴상태에 도달하였다. 표

3.4는 성장 후의 균열 분포에 대한 제안된 모멘트법과 Monte-Carlo simulation의 결과를

비교한 것이다. 2차 테일러 급수를 이용한 경우 변동계수가 30%인 16번째 하중 재하

단계에서 평균, 표준편차 왜도는 각각 0.1 %, 2 %, 21 %의 차이가 발생하고, 마지막 하중

재하 단계에서는 변동계수가 47%이고 이때의 평균, 표준편차, 왜도는 각각 1 %, 5 %,

24 %의 차이가 발생하였다.

그림 3.32는 성장후의 균열 길이를 정규분포, 삼변수 대수정규분포, Weibull 분포의

세가지 확률분포로 가정하였을 경우, Kolmogorov-Smirnov test의 결과를 보여주고 있다.

성장 후의 균열 길이의 확률분포는 변동계수가 30%이하인 210만회까지는 유의수준

5%에서 대수정규분포라고 가정할 수 있다. 초기 균열의 확률분포가 정규분포이기 때문

에 초기 성장과정에서는 균열 길이의 확률분포가 정규분포에 가깝지만, 균열이 성장하

면서 대수정규분포에 가까워진다.

그림 3.33은 16번째와 20번째 피로 하중 재하 후의 Monte-Carlo simulation으로 얻

어진 돗수분포와 표 3.2의 모멘트법으로 산정한 평균, 표준편차, 왜도로부터 추정한 대

수정규분포의 확률밀도함수를 비교한 것이다.  변동계수가 30%인 16번째 하중 재하

단계에서는 제안된 모멘트법으로 추정한 결과가 Monte-Carlo simulation의 돗수분포와

잘 일치하고 있으나, 20번째 하중 재하 단계에서는 차이가 벌어졌음을 알 수 있다.



146

표 3.4 균열 성장후의 평균, 표준편차, 왜도 (Case 3)

Monte-Carlo

simulation
모멘트법

(1st-order)

모멘트법

(2nd-order)

평균 (cm) 0.766 0.737 0.765

표준편차 (cm) 0.228 0.197 0.223

왜도 1.693 0.398 1.341

N = 2,111,900

(16th step)

변동계수 30 % 27 % 29 %

평균 (cm) 1.394 1.264 1.410

표준편차 (cm) 0.653 0.484 0.687

왜도 2.300 0.380 1.757

N = 2,191,900

(20th step)

변동계수 47 % 30 % 49 %

그림 3.29 균열 성장에 따른 균열 길이의 평균 (Case 3)
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그림 3.30 균열 성장에 따른 균열 길이의 표준편차 (Case 3)

그림 3.31 균열 성장에 따른 균열 길이의 왜도 (Case 3)
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그림 3.32 성장 후 균열 길이의 확률분포에 대한 K-S test (Case 3)

그림 3.33 성장 후 균열 길이의 확률밀도함수 (Case 3)
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3.5.2 피로-강도 곡선 추정

2장의 2.4.2절 예제에 대하여 Threshold Kth와 한계 피로응력 σe 그리고 성장률 계수 C

의 확률분포를 대수정규분포로 가정하여 피로수명의 확률분포를 추정하였다.  표 1은

2.4.2절의 확정론적인 해석 결과이고, 표 3.5, 3.6, 3.7는 각각 물성치들의 변동계수를 동

일하게 3%, 5%, 10%로 가정했을 때의 피로수명의 확률분포이다. 95% 신뢰한계선은 피

로수명의 확률분포를 삼변수 대수정규분포로 가정하여 산정하였다.  그림 3.34는 물성

치의 변동계수에 따른 95% 신뢰한계선의 변화를 도시한 것이다. 변동계수 5%에서 설

계치와 비슷한 피로-강도곡선을 얻었다.

그림 3.34 물성치의 변동계수에 따른 피로수명의 95% 신뢰한계선의 변화
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표 3.5 피로수명의 확률분포 (CV = 3 %)

Case 1

(σ = 16.5 kN/cm2)

Case 2

(σ = 25.5 kN/cm2)

Case 3

(σ = 43.3 kN/cm2)

평균 2,307,000 618,000 121,000

표준편차 125,000 33,900 6,800

왜도 0.007 0.008 0.011

95% 신뢰한계선 2,1010,000 563,000 110,000

표 3.6 피로수명의 확률분포 (CV = 5 %)

Case 1

(σ = 16.5 kN/cm2)

Case 2

(σ = 25.5 kN/cm2)

Case 3

(σ = 43.3 kN/cm2)

평균 2,322,000 623,000 122,000

표준편차 209,000 56,500 11,400

왜도 0.010 0.012 0.018

95% 신뢰한계선 1,979,000 530,000 104,000

표 3.7 피로수명의 확률분포 (CV = 10 %)

Case 1

(σ = 16.5 kN/cm2)

Case 2

(σ = 25.5 kN/cm2)

Case 3

(σ = 43.3 kN/cm2)

평균 2,396,000 643,000 126,000

표준편차 418,000 113,000 22,800

왜도 0.528 0.532 0.546

95% 신뢰한계선 1776,000 475,000 92,700
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3.5.3 파괴확률 산정과 피로 수명 평가

세가지 확률분포에 대하여 제안된 모멘트법과 일계신뢰도법으로 산정한 파괴확률을 비

교하였다. 일계신뢰도법의 경우에는 주어진 공용피로수명에 대하여 4~6회의 반복계산

으로 초기 확률분포에서 파괴에 대한 최빈점을 찾았다. 약 30개의 연속적인 공용피로

수명에 대하여 고려하였고 대략 150 회의 피로 균열 성장 해석을 수행하였다. 제안된

모멘트법을 이용한 파괴확률 산정에서는 한번의 성장해석을 수행한다. 피로 하중은 ∆N

= 20,000 씩 30회 이상 재하 하였다. 최소 균열 증분을 mina∆ = 0.01 cm로, 최대 균열 증

분을 maxa∆ = 0.05 cm로 설정하여 균열 성장량이 최소 균열 증분보다 작을 때에는 ∆N

을 두 배로 증가시키고, 최대 균열 증분보다 클 경우에는 ∆N 을 절반으로 줄여서 균열

을 성장 시켰다.  제안된 모멘트법에서는 성장 후의 균열의 분포를 삼변수 대수정규분

포로 가정하여 파괴확률을 산정한다. 0.2cm의 초기 균열이 N = 450,000의 하중 재하로

2.06cm까지 성장하면 응력확대계수가 주어진 파괴인성 50 kN/cm1.5에 도달한다. 그림

3.35은 균열 성장에 따른 변동계수의 변화를 보여 주는데, 파괴 시에 변동계수는 Case

1, 2, 3에 대하여 각각 57 %, 109 %, 82 %이고, 이후로 변동계수는 급격히 커지는 것을 확

인할 수 있다. 파괴인성(KC)의 확률분포를 고려하기 위하여 임계균열길이 cra 의 확률

분포를 결정해 주어야 한다.  표 3.8은 무한 균열판에 대하여 Monte-Carlo simulation으

로 추정한 파괴인성과 임계 균열길이의 확률분포이다. 파괴인성의 확률분포를 고려하는

경우에 일계신뢰도법과 제안된 모멘트법에서는 각각 표 3.5의 파괴인성과 임계균열길

이의 확률분포를 이용하였다.

그림 3.36, 3.37, 3.38는 각각 Case 1, 2, 3 에 대한 파괴확률을 도시한 것이다. 파괴인

성의 확률분포를 고려한 경우 또는 임계균열길이의 확률분포를 고려한 경우에는 고려

하지 않을 경우보다 파괴확률이 커진다. 그림에서 제안된 모멘트법은 일계신뢰도법에
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비하여 해의 정도는 떨어지지만 주어진 공용 피로수명에 Ns 에 대하여 같은 정도(order)

의 신뢰도 또는 파괴확률을 보여주고 있다.  Case 1의 경우 대수정규분포로부터 추정한

파괴확률이 일계신뢰도법의 결과와 잘 일치하고 있다. 그림 3.37의 Case 2의 경우에는

균열 길이의 분산이 가장 빠르게 커지고 변동계수가 커져서 추정된 확률분포가 가장

부정확하기 때문에 산정한 파괴확률이 일계신뢰도법의 결과와 가장 많은 차이를 보여

주고 있다.

그림 3.39는 주어진 신뢰도 또는 파괴확률에 도달하는 피로수명을 일계신뢰도법과

제안된 모멘트법으로 산정했을 때의 피로 수명의 상대적인 차이를 보여주고 있다. 파괴

확률 0.01% 에 대한 피로수명의 차이는 Case 1, 2, 3에서 각각 3.2 %, 7.7 %, 5.1 % 이고,

파괴확률이 커질수록 그 차이가 작아진다.  제안된 모멘트법은 일계신뢰도법과 비교하

여 주어진 파괴확률에 대한 피로수명을 잘 추정하고 있음을 확인할 수 있다.
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표 3.8  파괴인성과 임계균열길이의 확률분포

파괴인성 (KC) 임계균열길이( cra )

평균 51.15 kN/cm1.5 2.076 cm

표준편차 5.812 kN/cm1.5 0.342 cm

왜도 0.687 0.535

그림 3.35 균열 성장에 따른 변동계수의 변화와 파괴상태
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그림 3.36 공용피로수명의 증가에 따른 파괴확률 (Case 1)

그림 3.37 공용피로수명의 증가에 따른 파괴확률 (Case 2)
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그림 3.38 공용피로수명의 증가에 따른 파괴확률 (Case 3)

그림 3.39 일계신뢰도법과 제안된 모멘트법의 피로수명의 차이
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4. 결론

이 논문에서는 혼합모드의 피로 균열 성장을 수치모사하기 위하여 할선법에 기초한 반

복적인 균열 성장 모델링 기법을 제안하였다. 이계삼차모멘트법을 이용하여 피로 성장

에 따른 균열 길이의 확률분포를 추정하고, 이로부터 주어진 신뢰도 또는 파괴확률에

대한 피로수명을 산정하였다.  또한 미세균열과 거시균열에 대한 전체 피로 수명의 확

률분포를 추정하여 피로-강도 곡선을 수치적을 도출하였다.

피로 균열의 성장 해석

이중경계요소법을 도입하여 2차원 균열체를 수치해석 하였다. 이중경계요소법은 균열

면의 한쪽 경계면에 대해서는 변위 경계적분식을, 마주보는 경계면에 대해서는 표면력

경계적분식을 사용하고 균열면을 불연속 경계요소로 이산화 한다. 균열 선단의 응력의

특이성을 표현할 수 있도록 균열 선단을 불연속 특이 요소로 이산화 하였다.  직선의

경계요소에서는 변위와 표면력 경계적분식을 해석적으로 직접 적분을 수행하였다.

이중경계요소법에서는 혼합모드의 응력확대계수 산정법으로서 J-integral에 기초한

에너지법을 적용할 수 없음을 밝혔다. 이중경계요소법에서는 균열면을 불연속 경계요소

로 이산화하기 때문에,  요소와 요소 사이에서 변위장의 불연속이 발생하고 균열면에서

에너지밀도를 정의할 수 없다. 변위 외삽법을 적용하여 혼합모드의 응력확대계수를 산

정하였다.

주어진 피로하중에 대한 균열 증분을 결정하기 위하여, 성장 전과 후의 응력상태

를 고려하여 성장 할선 방향과 균열 증분량을 반복적으로 보정하였다.  균열 성장 접선

방향은 최대주응력 기준으로부터 산정하고, 성장률은 Paris-Erdogan 방정식을 적용하여
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산정하였다.  균열 증분에 대한 할선 방향을 결정하기 위하여, 균열 성장 곡선을 포물

선으로 가정하고 성장 후의 새로운 균열 선단에서 산정한 성장 접선 방향과 포물선의

기울기가 같도록 반복적으로 포물선의 곡률을 보정하였다.  피로 균열의 성장률은 성장

전의 응력확대계수와 성장 후의 새로운 균열 선단에서 산정한 응력확대계수를 이용하

여 Paris-Erdogan 방정식을 사다리꼴 공식으로 적분하였다. 수치예제를 통하여 제안된

반복적인 균열 성장 모델링 기법이 접선법에 기초한 모델링 기법보다 균열 증분의 크

기에 덜 민감하면서도 성장 곡선의 추정과 피로수명 산정에 있어서 더 정확한 결과를

산정할 수 있음을 보였다.

선형탄성균열역학을 적용할 수 없는 크기의 미세균열에 대해서는 균열 성장에 대

한 임계 응력확대계수로부터 미세균열의 성장률을 근사하였다.  초기 거시균열에 대해

서는 응력확대계수의 기하형상함수의 변화가 매우 작기 때문에 무한 균열판의 해석해

를 이용하여 피로 수명을 평가할 수 있다. 기하형상함수의 변화가 큰 영역에 대해서는

이중경계요소법으로 수치해석을 수행하여 피로수명을 평가하였다.  미세균열의 피로 수

명과 수치해석으로 산정한 거시적인 균열의 피로 수명으로 전체 피로 수명을 추정하고

피로 하중의 변화에 따라 피로수명을 추정하여 피로강도 곡선을 얻고 그 결과를 시방

서의 설계치와 비교하였다.

피로 균열의 확률 해석

초기 균열 길이와 성장률 계수가 확률분포를 갖는 확률변수일 때, 성장 후 균열 길이의

확률분포를 추정하기 위하여 응답의 이차 테일러 급수를 이용한 이계삼차모멘트법을

도입하였다. 증분법을 이용한 균열 성장 모델링 기법에서 전 단계의 균열 길이의 확률

분포로부터 성장 후의 균열 길이의 평균, 표준편차, 왜도 등의 고차 모멘트를 추정하였
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다.  성장 균열 길이의 이차 테일러 급수에서 응력확대계수의 일차 민감도는 유한차분

법으로 산정하였다.  추정된 평균, 표준편차, 왜도를 이용하여 균열 길이의 확률분포를

삼변수 대수정규분포로 근사하였다.  수치 예제를 통하여 제안된 이계삼차모멘트법의

결과를 모의실험(Monte Carlo simulation)의 결과와 비교하였다.  제안된 모멘트법은 평균

과 표준편차는 정확하게 근사할 수 있었고, 왜도까지 정확하게 추정하기 위해서는 이차

이상의 테일러 급수를 이용하여야 할 것으로 판단된다.

제안된 이계삼차모멘트법에서 초기 균열 길이와 성장률 계수를 확률변수로 하여

미세균열과 거시균열의 전체 피로 수명의 확률분포를 추정하였다. 제안된 확률 변수들

의 분산에 따라 피로-강도 곡선의 95% 신뢰 한계선을 도출하고 시방서의 설계치와 비

교하였다.

피로 균열 성장에 따라 추정한 균열 길이의 확률분포로부터 신뢰도를 평가하였다.

파괴확률은 성장 후의 균열 길이와 파괴에 대한 임계 균열 길이의 확률분포로부터 산

정하였다. 제안된 모멘트법에서는 한번의 균열 성장 해석으로부터 공용피로수명의 변화

에 따른 신뢰도를 평가할 수 있고, 일계신뢰도법과 비교했을 때 같은 크기(order)의 파

괴확률을 산정할 수 있었다. 그리고 주어진 파괴확률에 대한 피로수명을 일계신뢰도법

과 비교했을 때 3 ~ 8 % 수준으로 추정할 수 있었다.

추후 연구과제

피로 균열 성장 해석과 확률해석에서 보완하거나 추가적으로 연구하여야 할 점으로 다

음의 4가지를 들 수 있다.  혼합모드의 균열 성장에 대한 확률해석, 곡선의 연속 이중

경계요소의 개발, shape sensitivity를 이용한 응력확대계수의 일차 민감도 산정, 그리고

일계신뢰도법과 모멘트법을 연계한 확률해석법의 개발이 그것이다.
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혼합모드의 균열 성장에 대한 결정론적 방법론은 2장에서 이미 제안하였지만, 이를 확

률해석에 적용하는 데는 추가적인 연구가 필요하다. 다양한 기하형상과 하중 상태의 구

조물에 대한 확률해석을 수행하여 시방서에 규정된 여러 가지 시편에 대한 피로-강도

곡선을 수치적으로 도출할 수 있을 것이다.

곡선의 균열면에서의 경계적분식의 특이 적분을 고려한 곡선의 연속 요소를 개발

하면, 혼합모드 피로 균열의 성장 곡선을 보다 정확히 추정할 수 있을 뿐만 아니라, J-

integral에 기초한 에너지법을 적용할 수 있다. 특히 곡선의 균열에서는 균열 이산화에

관계없이 적분 경로를 자유롭게 설정할 수 있는 Jk-integral법을 적용하여 응력확대계수

를 정확히 산정할 수 있다.  또한 제안된 반복적인 균열 성장 모델링에서는 균열의 증

분 곡선을 포물선으로 가정하므로 이차의 곡선 요소를 사용하면 직선으로 이산화하여

발생하는 모델링 오차를 줄일 수 있다.

일차 모드에서 shape sensitivity를 이용한 J-integral의 균열 길이에 대한 일차 민감

도는 Chen 등에 의하여 제안되었지만, 혼합모드에서 응력확대계수의 민감도에 대한 연

구 사례는 아직까지 보고된 바 없다.  혼합모드의 피로 균열 문제에서 shape sensitivity

를 이용하여 균열 길이에 대한 응력확대계수의 민감도를 산정하면 한번의 구조해석을

수행하기 때문에 해석 시간을 단축시키면서도 유한차분법에 비하여 정도가 높은 해석

결과를 얻을 수 있다.

구조물에 대한 확률 해석의 목적은 응답의 확률분포 추정과 신뢰도 평가라고 할

수 있다.  확률분포 추정은 피로-강도 곡선에서 95% 신뢰한계선을 결정하는 문제 등에

서 중요한 확률문제가 된다. Monte-Carlo simulation은 확률 해석의 두 가지 목적을 모두

적용할 수 있는 방법론이지만, 많은 추출자료를 이용하여 모의 실험을 수행해야 해의

정도를 높일 수 있다.  제안된 모멘트법과 일계신뢰도법은 각각 확률분포 추정과 신뢰
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도 평가에 있어서 Monte-Carlo simulation의 단점을 극복할 수 있다.  그러나 제안된 모

멘트법은 신뢰도 평가에 있어서는 일계신뢰도법에 비하여 해의 정도가 떨어지고, 반대

로 일계신뢰도법으로는 응답의 확률분포를 추정할 수 없다.  따라서 구조물에 대한 통

합적인 확률해석을 수행하기 위해서는 모멘트법과 일계신뢰도법을 연계하여 서로의 단

점을 보완할 필요가 있다.

위의 네 가지의 추가적인 연구가 이루어 지고, 미세균열의 피로수명과 확률분포가

주어진다면, 제안된 혼합모드 피로 균열의 성장해석 및 확률해석 기법은 구조물의 피로

수명과 신뢰도를 평가할 수 있는 강력한 수치해석 방법론이 될 것으로 판단된다.
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부록

A. 경계적분식의 직접 적분

균열체의 경계면을 경계요소로 이산화하면 식 (2.13)와 (2.21)의 적분식은 다음과 같다.
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식 (A.1)에서 Kelvin의 해는 다음과 같다.
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여기서, 물성치에 대한 상수 654321 ,,,,, cccccc 는 각각 다음과 같다.
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)ν1(π4
1

3 −
=c , ν214 −=c

)ν1(π2
µ

5 −
=c , ν416 −=c

경계면을 그림 2.7과 같은 직선의 경계요소로 이산화 할 경우에는 식 (A.1)을 해석적으

로 적분할 수 있다.  식 (A.2)에서 법선벡터 n은 직선 요소에서 다음과 같이 지역좌표

계에 무관하게 결정된다.
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A.1 하중점과 응답점이 서로 다른 경우

하중이 작용하는 절점(y)과 응답점(x)이 일치하지 않는 경우에는 식 (A.1)의 각각의 적

분 항들은 다음과 같이 20 ≤≤η 에서 정의되는 직선 요소의 지역 좌표계로 변환하여

해석적으로 적분한다.
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여기서, k
ju 와 k

jt 는 요소 e를 구성하는 k번째 절점의 j 방향의 변위와 표면력이다.  식

(A.4)에서 1ηξ −= 의 선형관계로부터 )ξ(Q 를 다음과 같은 이차의 형상함수 )η(Q 로

변화하였다.
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식 (A.4)에서 y가 요소 외부에 위치하면 r을 포함하고 있는 항들은 다음과 같이 η의

함수로 표현할 수 있다.
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식 (A.6)을 사용하면 Kelvin의 해는 다음과 같이 r과 η에 대하여 기술할 수 있다.
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식 (A.4)의 피적분 함수는 식 (A.5)와 (A.7)를 사용하여 정리하면 각각 다음과 같다.
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식 (A.6d)의 r이 완전 자승식으로 표현될 때와 그렇지 않을 경우, 식 (A.8)의 각 피적

분 항들의 적분 방법이 달라지게 된다.  r이 완전 자승식으로 표현되기 위해서는 다음

관계식이 성립되어야 한다.
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1221
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식(A.9)는 y가 경계요소의 연장선 상에 위치할 경우에 성립되면 이때의 r은 다음과
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같이 정리된다.
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여기서, 0<b 인 경우 (−) 의 부호를 갖는다.  04 2 >−= bacd  인 경우에 대하여 식

(A.8)의 각 항에 대한 적분은 다음의 정적분이 사용된다.
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04 2 =−= bacd  인 경우에 대하여 경계적분식을 해석적으로 적분하기 위해서는 다음

의 정적분이 사용된다.
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A.2 하중점과 응답점이 일치하는 경우

그림 2.7에서 y가 요소를 구성하는 절점( kX )과 일치하는 경우에 경계적분식은 특이

적분을 포함한다.  식 (2.14)의 변위 경계적분식은 1차의 Cauchy principal value integral을

포함하고, 식 (2.21)의 표면력 경계적분식은 2차의 Hadamard principal value integral을 포

함한다. y와 일치하는 절점에서의 적분은 강체운동조건(rigid body motion)으로 간접적으

로 산정하고, 요소에 포함된 다른 절점에서의 적분값은 수치적분이나 직접적분으로 산

정한다.  그러나 균열 면에 위치한 절점에서는 강체운동조건을 적용할 수 없으므로 직

접적분을 수행한다.  y가 요소를 구성하는 절점과 일치하는 경우에는 식 (2.30)은 다음

과 같이 기술할 수 있다.
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여기서, ρ는 y의 지역 좌표 값이다.  식 (2.31)에 의해 r는 다음과 같다.

eJr ρξ −= (A.12)

식 (A.6e)는 y가 요소 내부에 위치하므로 다음 관계식을 만족한다.
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식 (A.12) 과 (A.13)을 사용하여 식 (A.2) 의 Kelvin의 해를 정리하면 다음과 같다.
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균열면에 표면력이 작용하지 않는다면 식 (A.14c)는 적분을 수행할 필요가 없다.  식

(A.14a), (A.14b), ( A.14d)를 행렬로 표현하면 다음과 같다.
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식(A.15a)의 적분에는 이차 경계요소(2.24)를 사용할 경우 다음의 정적분이 사용된다.

20

1

1 3
22ξ)(ξ bbdQ +=∫

−

(A.16a)

9
822ln)2

3
2(ξ)1ξln()ξ( 2

100
2

1

1

bbbbbdQ −+−+=+∫
−

(A.16b)

9
82)2ln()2

3
2(ξ)1ξln()ξ( 2

100
2

1

1

bbbbbdQ −−−+=−∫
−

(A.16c)

9
22ξ)ξln()ξ( 2

0

1

1

bbdQ −−=∫
−

(A.16d)

여기서, 0b 는 이차 경계요소의 형상함수의 상수항이고, 1b 와 2b 는 일차항과 이차항의

계수이다.  식 (A.15b)는 균열면에서 정의된 요소에 변위 경계적분식 (2.13)이 적용될

경우에 사용되고, 식 (A.15c)는 표면력 경계적분식 (2.21)이 적용될 경우에 사용된다.

형상함수 (2.25)를 갖는 불연속 경계요소에서의 각각의 특이 적분은 다음과 같다.
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식 (A.17)에서 Q′는 형상함수의 일차미분이다.  불연속 특이 요소에 대한 식 (2.28)의

형상함수와 일차미분은 다음과 같이 기술된다.
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여기서, sc , sd , se 는 특이요소 형상함수의 계수들이다.  식 (2.28)의 형상함수를 갖는

불연속 특이 요소에 대한 특이 적분은 다음과 같다.
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식 (2.29)의 불연속 특이 형상함수에 대한 특이 적분은 다음과 같다.
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ABSTRACT

This paper presents a new secant approach to estimate the path of growth of mixed-mode

fatigue crack and proposes the second-order third-moment method to predict the

probabilistic distribution of fatigue life.

Lower limit of macro-crack length, which is applicable to linear elastic fracture

mechanics, is defined.  Fatigue life of micro-crack is approximated with a constant

growth rate corresponding to the lower limit of macro-crack length.  The dual boundary

element method is employed for the analysis of macro-crack. The mixed-mode stress

intensity factors are evaluated by displacement extrapolation method.  Paris-Erdogan law

and maximum circumferential stress criterion are adopted to determine the crack growth

rate and tangent direction, respectively.  Integral equation of Paris-Erdogan law is

discretized for a given increment of loading cycle.  In each loading step, crack increment

is assumed as a parabola, but discretized as a straight line with secant direction.  The

parabola is updated iteratively until the tangent of the assumed parabola converges to the

growth direction at the new crack tip.

The probabilistic distribution of crack length is approximated as three-parameter

lognormal by the second-order third-moment method incorporated with the proposed

incremental formulation.  Initial crack length and the coefficient of Paris-Erdogan

equation are considered as random variables.  For each loading step, the mean, standard

deviation and skewness of crack length are approximated by those of previous step.  The

distribution of fatigue life is estimated from material properties and the S-N curve is
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derived numerically by the proposed method.  The fatigue life for a given probability of

failure is evaluated from the distribution of crack length.  Proposed method produces a

good approximation of the distribution of crack length compared with the results of the

Monte Carlo simulation.  In the evaluation of probability of failure, proposed method

needs much less computational cost than the first-order reliability method.
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