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초  록 
 

이 논문에서는 이차 Piola-Kirchhoff 응력과 Green 변형도를 고려한 케이블 운

동방정식을 재정립하였다. 그리고 느슨한 케이블 해석 시에 발생하는 동적 불

안정성을 제거하기 위한 복합 모델을 제안하고, 이 모델의 비선형 동적 특성에 

대하여 연구하였다. 강한 인장력을 받는 케이블 지지 교량의 케이블과는 달리 

느슨한 케이블에서는 자유진동 및 가진 진동 해석 시 압축력이 발생하게 된다. 

이 경우 강성도 행렬이 positive definiteness를 잃어버리게 되고 불안정한 해

석 결과를 나타낸다. 이러한 문제점을 해결하기 위해 기존 연구자들은 비선형 

뼈대 요소를 이용하여 해석을 수행하였으나, 뼈대 요소를 사용할 경우 무응력 

상태에서 케이블의 형성을 정의할 수 없다는 점과, 장력이 접선방향으로 작용

한다는 케이블의 고유 특성을 만족시킬 수 없는 단점이 있었다. 본 연구에서는 

케이블의 고유 특성을 만족시키면서 압축력으로 인한 불안정성을 제거하기 위

하여 케이블 요소에 휨강성을 가지는 아치 요소를 결합하여 문제점을 해결하였

다. 느슨한 케이블에 발생하는 압축력은 아치 요소의 휨 관성이 저항하게 되므

로 안정한 해를 도출한다. 복합 모델은 케이블 모델보다 긴 시간 간격에서도 

안정한 해를 도출할 수 있다. 본 논문에서는 제안된 모델의 타당성을 검증하기 

위한 적용 예제로 새그-경간비 50인 현수 케이블과 경사진 팽팽한 케이블을 

사용하였으며, Newton-Raphson 방법에 기초한 Newmark- β  시간 적분법을 

사용하여 자유진동 모델의 응답을 비교하였다.   
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1. 서 론 

 

케이블은 무게가 가벼우면서도 강한 인장력에도 저항할 수 있기 때문에 장대 

교량을 포함하여 해양 구조물이나 전기 분야에서도 많이 사용되고 있다. 케이

블은 휨 강성이 작기 때문에 외적 여건의 변화에 따라 쉽게 진동하는 특성이 

있으며 자유 진동 특성이 일반적인 뼈대 구조물에서 발견하기 힘든 특이한 현

상을 보인다. 최근 들어 케이블 지지 교량의 장대화 추세에 따라 과거에 비하

여 긴 케이블이 사용되기 시작하면서 케이블의 진동제어가 케이블 지지 교량의 

설계에서 중요한 문제로 부각되기 시작하였다. 

케이블의 동적 거동 특성을 파악하기 위하여 최근 30 여 년간 많은 연구가 

이루어져왔다. Irvine 등은 수평 케이블을 정적 평형상태에서 포물선 형상을 가

진다고 가정하고 선형이론을 사용하여 케이블의 자유진동 특성을 연구하였다

[1]. 또한 Irvine 은 케이블의 새그비-경간비의 변화에 따라 대칭 모드와 비대칭 

모드의 진동수가 일치하는 진동수 교차점(cross-over point)가 나타나고, 이 부근

에서 동적 장력이 증폭되는 현상을 연구하였다[1,2]. 이러한 현상들은 수치적

[4,7], 실험적[5]으로 검증이 되었다. 그러나 이러한 연구에서는 지배 방정식을 

선형화하기 위하여 여러 가지 가정을 도입하였다. 동적 변위는 작다는 가정, 현 

방향진동을 무시할 수 있다는 가정 그리고 수평장력은 일정하다는 가정 등이 

널리 적용되고 있다[2,3,8]. 그러나 사장교에서 주로 많이 쓰이는 경사 케이블에



 

 

 

2

 

서는 경사각이 크지 않으면 어느 정도 신뢰할 수 있는 결과를 구할수 있지만 

그렇지 않을 경우에는 해석 결과가 부정확해 진다. 특히 비선형성이 강하게 나

타나는 느슨한 케이블에서는 진동 중에 압축력이 발생하는 문제가 발생할 수 

있다. 이러한 문제를 해결하기 위하여 몇몇 연구자들은 케이블을 비선형 뼈대 

요소로 모델링하는 방법을 사용하였다[6,9]. 그러나 비선형 뼈대 요소를 사용하

는 경우 무응력 상태의 케이블의 형상이 정의되지 않는 케이블의 특성을 표현

할 수 없는 문제점이 발생한다.  

케이블의 동적 거동을 정확히 해석하기 위해서는 가정을 가능한 적게 적용

하는 것이 바람직하다. 그러나 가정을 도입하지 않으면 케이블 운동방정식을 

선형화할 수 없거나 혹은 해석적으로 풀 수 없게 된다. 따라서 케이블 거동에 

대한 가정을 가능한 한 도입하지 않고 정확히 풀기 위하여 이차 Piola-Kirchhoff

응력(이차 P-K 응력)과 Green 변형도를 고려한 케이블 운동방정식에 대한 가중

잔차법과 가상일 원리를 유도했다[19]. 

이 논문에서는 이차 P-K 응력과 Green 변형도를 고려한 케이블 운동방정식

을 이용한 정확한 모델을 제안한다. 이 모델은 휨 강성이 없고, 무응력 상태에

서의 형상을 유일하게 정의할 수 없으며, 동적 상태에 있는 케이블의 형상으로

부터 장력이 정의되고 강성이 발현된다는 가정으로부터 유도될 것이다. 유도된 

케이블 모델은 강한 비선형성을 포함하는 모델이므로 해석적인 해를 구하기가 

어렵다. 그러므로 Rayleigh-Ritz 방법으로 이산화를 하고, 잘 알려진 시간 적분 
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방법인 Newmark- β 방법을 이용하여 해를 구한다. 그러나, 유도된 모델은 압축

력으로 인하여 모델의 강성도 행렬이 positive definiteness 를 잃어버리므로 해석 

결과의 불안정성이 나타나게 된다.  이러한 문제점에 대한 보완책으로 케이블

에 휨 강성을 도입하여 모델의 강성도 행렬이 positive definiteness 를 잃어 버리

지 않게 될 것이다. 이렇게 개선된 모델을 복합 모델이라고 명명한다. 

제안된 모델의 타당성과 효율성을 검증하기 위한 예제로 경간 거리 100m, 

경간-새그비 50 인 느슨한 수평케이블을 사용한다. 일정한 초기 변위에 대한 진

동형상으로 케이블 모델의 진동 특성을 확인하고 복합 모델의 수치적 안정성과 

정확성을 확인한다. 경사진 팽팽한 케이블에 대해서 실험결과와 해석결과의 변

위와 가속도를 비교하여 타당성을 검증한다.  
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2. 케이블의 운동 방정식 

 

이 장에서는 이차 Piola-Kirchhoff 응력(P-K 응력)과 Green 변형도를 고려한 자중 

및 외부 하중을 받는 케이블의 동적 운동 방정식을 유도하고 유도된 운동방정

식의 변분식을 제시한다. 유도된 운동방정식의 변분식은 케이블 위치에 대한 

비선형 방정식이 되므로 Newton-Raphson 방법에 기초한 반복 계산으로 풀기 위

한 선형화된 증분식을 유도하고, Rayleigh-Ritz 를 사용하여 이산화한다. 

 

2.1  운동방정식 및 변분식 

그림 2.1 은 무응력 길이가 0l 인 2 차원 케이블 구조물의 좌표계를 보이고 있다.  

휨 강성이 없는 케이블의 무응력 상태의 형상은 유일하게 결정할 수 없으며, 

장력이 케이블에 도입되면 케이블의 형상을 유일하게 결정할 수 있다.  케이블

의 변형 후 형상은 무응력 상태의 형상에 무관하게 결정할 수 있다.  이 논문

에서는 케이블의 무응력 상태에서 기준 형상을 무응력 상태에서의 원점에 대한 

길이로 정의되는 라그랑지 (lagrangian) 좌표 s 에 의하여 직선으로 정의한다.  

무응력 상태에서 라그랑지 좌표 s 에 위치하고 있던 케이블의 한 질점은 변형 

후에는 카테시안 (cartesian) 좌표계에서 x 에 위치하게 된다.  )(sp 는 원점으로

부터 라그랑지 좌표 s 까지의 변형 후 케이블의 길이를 의미하며 다음과  



 

 

 

5

 

같이 정의된다.  

∫ +=
s

ds
ds
dy

ds
dxsp

0

5.022 ))()(()(  (2.1)

 

식 (2.2)을 s 에 대하여 미분하여 정리하면 p 와 s 의 관계를 유도할 수 있다.  

5.022 ))()((
ds
dy

ds
dx

ds
dp

+=  (2.2)

 

그림 2.2 는 정적 평형상태에서 동적 변위가 발생한 케이블을 보이고 있다. 

정식화의 편의를 위하여 정적 평형상태에서 케이블이 놓이게 되는 평면을 x-y 

평면으로 정하고 이 평면에 수직한 방향을 왼손 좌표계에서의 z 좌표로 정의한 

0l  

그림 2.1 탄성현수선 케이블에 대한 좌표계 

s 

x (s) 

p(s) 

x 

y 
)( 0lx

)0(x  
무응력 상태의 기준형상 

변형후 형상 
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다. 이와 같이 좌표계를 정의하면 정적 평형상태에서의 z 방향 재단력이 영이 

되어 동적 평형상태에서 x-y 평면내의 진동과 이에 수직한 면외 진동이 분리되

어 정식화 과정이 간단해 지는 장점이 있다. 

동적 평형 상태에서의 라그랑지 좌표 s 에 대한 공간 위치는 다음과 같이 

표시할 수 있다. 

)()()(
)()()(
sysysy
sxsxsx

ds

ds

+=
+=

 (2.3)

 

여기서 x , y , dx , dy 는 각각 라그랑지 좌표 s 에 대한 동적 평형상태에서의 위치 및 정

적 평형상태에 대한 동적 변위를 표시한다.  

Green 변형도의 정의에 의하여 동적 상태에서의 총 변형도는 다음과 같이 표시

된다. 

그림 2.2 동적해석을 위한 전체 좌표계와 국부좌표계 

x~  

x 

y 

y~  
dx

Sx

θ

정적 평형상태 

동적 변위가 발생한 상태 
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)1)((
2
1)1)()((

2
1ε 222 −′=−′+′= pyx  (2.4)

 

식 (2.4)에서 ε 은 총 변형도이고, 
ds
d )()( =′ 이다. 동적 상태에서의 변형 그래디

언트는 식 (2.6)에 의하여 pG ′= 로 정의된다. 동적 변위에 의하여 발생한 동적 

Green 변형도는 다음과 같다. 

))()((
2
1

))()((
2
1ε

22

22

dddsds

s
sd

yxyyxx

ds
dp

ds
dp

′+′+′′+′′=

−=ε−ε=
 (2.5)

 

동적 상태에서의 이차 Piola-Kirchhoff 장력(이차 P-K 장력)은 식 (2.4)과 식 (2.5)

를 Hooke 의 법칙에 적용하여 표시할 수 있다.  

dsss TTpppEAyxEAEAT ~~)1)()()((
2

)1)()((
2

~ 22222 +=−′+′−′=−′+′=ε=  (2.6)

 

여기서 E 는 탄성계수 (Young’s Modulus) 이고 A 는 변형 전의 케이블 단면적이

며 sT~ , dT~ 는 각각 정적 평형상태의 이차 P-K 장력과 동적 상태에서의 이차 P-K

장력을 의미한다.
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   그림 2.3 은 케이블의 자중만 작용하고 있을 경우 케이블의 왼쪽 지점에서 

라그랑지 좌표가 s 인 임의 점까지의 자유 물체도를 보이고 있다.  케이블에는 

인장력만 작용하는 것으로 가정하면 평형방정식은 케이블의 인장력에 대하여 

다음과 같이 표시된다 

0

0

0
1

1

=++

=+

swF
dp
dyT

F
dp
dxT

y
s

s

x
s

s

 (2.7)

 

여기서 sT 는 정적 평형상태에서 점 )(sp 에서의 Cauchy 장력이고 1
xF , 1

yF  는 각

각 왼쪽 지점에서 각 좌표 방향으로 작용하는 재단력이며 0w 는 변형 전 케이

블의 단위 길이당 무게이다. 식 (2.7)에서 사용된 Cauchy 장력은 정적평형상태

를 기준으로 하여 정의된 Cauchy 의 응력을 단면방향으로 적분하여 구한 장력

x 

y 
 w0 s

1F

)(sT

1
xF

1
yF
1
yF

그림 2.3 케이블 세그먼트의 자유 물체도
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이다. 

동적 평형상태에서의 평형방정식은 정적 평형방정식 (2.7)에 관성력을 고려

하여 구성한다. 

0

0

000

1

00

1

=+ρ−++

=+ρ−+

∫∫∫

∫∫
p

y

pp

y

p

x

p

x

dpfdpywdpF
dp
dyT

dpfdpxF
dp
dxT

&&

&&

 (2.8)

 

여기서 xf , yf 는 케이블에 작용하는 외부 하중이며 w 와 ρ 는 각각 동적상태

에서의 단위 길이 당 무게와 중량 그리고 x&& , y&& 는 케이블 위 각 질점의 x , y

방향 운동의 시간에 대한 2 차 미분항으로 각 질점에서의 가속도를 의미한다. 

동적 상태에서의 Cauchy 장력 T
ds
dpT ~

= 이므로, 식 (2.8)를 p 에 대하여 미분하여 

표시하면 다음과 같다. 

0ρ)(

0ρ)(

=+−+

=+−

y

x

fyw
dp
dyT

dp
d

fx
dp
dxT

dp
d

&&

&&

 (2.9)

 

동적 상태에서의 케이블의 단위 길이당 무게 및 중량은 질량보존의 법칙을 이

용하여 변형전의 길이 당 무게와 중량으로 표시할 수 있다. 

dp
dsww

dp
ds

00 , =ρ=ρ  (2.10)
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케이블 운동방정식의 변분식은 식 (2.8)에 미소 가상 동적 변위를 곱하여 적분

하면 구할 수 있다. 

0))((

0))((

=++ρ−δ

=+ρ−δ

∫

∫

dpfwy
dp
dyT

dp
dy

dpfx
dp
dxT

dp
dx

l
yd

l
xd

&&

&&

 (2.11)

 

식 (2.10)의 각 방정식의 첫 번째 항을 부분 적분하여 정리하면 다음과 같다. 

∫∫∫

∫

∫∫∫

∫

+++
δ

−ρ−=

++ρ−δ

=++
δ

−ρ−=

+ρ−δ

l
yd

l

d
l

d

l
d

l
yd

x
l

d

l

d
l

d

l
d

l
xd

dpfwy
dp
dyTydp

dp
dyT

dp
yddpyy

dpfwy
dp
dyT

dp
dy

dpfx
dp
dxTxdp

dp
dxT

dp
xddpxx

dpfx
dp
dxT

dp
dx

))(δ(δ)δ(

))((

0)δ(δ)δ(

))((

0

0

&&

&&

&&

&&

 (2.12)

 

여기서 l 은 동적 평형상태에서 변형된 케이블의 길이이다. 양단이 고정된 케이

블의 양단에서의 동적 가상 변위는 영이므로 식 (2.12)의 경계적분값은 항상 영

이다. 있다고 가정하면 양단에서의 가상 위치는 항상 영이 되므로 식 (2.12) 에

서 경계항은 영이 된다.  식 (2.10)를 식 (2.12)에 대입하고 적분 변수를 라그랑

지 좌표 s 에 대하여 표시하면 다음과 같다. 
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∫∫∫

∫ ∫∫

+=+ρ

δ=+ρ

000

0 00

))(δ(~δ)δ(

~δ)δ(

00

0

l
yd

l

d

l
d

l l
xd

d

l
d

dsfwyds
ds
dyT

ds
yddsyy

dsfxds
ds
dxT

ds
xddsxx

&&

&&

 (2.12)

 

x-방향 및 y-방향의 가상 동적 변위는 서로 독립적이므로 식 (2.12)의 두 식을 

더하여 하나의 변분식으로 구성하여 표시할 수 있다. 

∫∫

∫∫

++δ=

+++ρ

00

00

))(δ(

)δδ(~)δδ(

0

0

l
yd

l
xd

l

dd

l
dd

dsfwydsfx

ds
ds
dy

ds
yd

ds
dx

ds
xdTdsyyxx &&&&

 (2.13)

 

식 (2.5)에서 정의된 동적 변형도의 변분은 동적 변위에 대한 변분을 취하여 구

하면 다음과 같다. 

dddddddsdsd yyxxyyxxyyxx ′δ′+′δ′=′δ′+′δ′+′δ′+′δ′=δε  (2.14)
 

식 (2.14)를 식 (2.13)에 대입하면 케이블의 동적 평형방정식에 대한 최종적인 

변분식은 다음과 같다. 

∫∫

∫∫

++δ=

δε++ρ

00

00

))(δ(

~)δδ(

0

0

l
yd

l
xd

l
d

l
dd

dsfwydsfx

dsTdsyyxx &&&&

 (2.15)

 

식 (2.15)는 Total Lagrangian description(TLD)에 의하여 표시된 케이블의 동적운

동에 대한 가상일 원리를 표시하고 있으며, 관성력에 의한 동적 가상일, 내적 
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가상일 그리고 외적 가상일의 합이 영이 된다는 것을 의미한다. 

2.2 운동 방정식의 선형화 및 이산화 

식 (2.6)에서 정의된 것과 같이 이차 P-K 장력은 케이블의 형상 변수 x, y 에 대

한 비선형 함수이므로 변분식 (2.15)는 케이블의 동적 변위에 대한 비선형 방정

식이다. 시간영역에서의 해는 어떤 시간에서의 비선형 운동방정식 (2.15)를 선

형화한 증분식을 Newton-Raphson 방법에 기초하여 반복적으로 풀어 구할 수 있

다. 어떤 시간 tt Δ+ 에서 식 (2.15)는 다음과 같이 표시할 수 있다.  

∫∫

∫∫
Δ+Δ+

Δ+

++δ=

δε++ρ Δ+Δ+Δ+

00

00

))(δ(

~)δδ(

0

0

l
d

l
xd

l
d

tt

l

tt
d

tt
d

dsfwydsfx

dsTdsyyxx

tt

y

tt

tt
&&&&

 (2.16)

 

식 (2.16)을 풀기 위하여 이전 시간 단계 t 에서의 모든 변수는 기지의 값으로 

가정한다. 식 (2.16)의 선형화된 증분식을 유도하기 위하여 시간 tt Δ+ 에서의 

케이블의 위치를 증분식으로 표시한다. 

yyyyy

xxxxx
tt

i
tt

i

tt
i

tt
i

Δ+=Δ+=

Δ+=+=
Δ+

−
Δ+

Δ+
−

Δ+

1

1 Δ
 (2.17)

 

위 식에서 i 는 시간 tt Δ+ 에서의 동적 평형상태를 계산하기 위한 반복계산 단

계를 의미하고, tt
i

Δ+
−= 1) () ( 로 정의하며 전 단계에서 구한 변수 값을 지칭한다. 

식 (2.17)를 식 (2.6)에 대입하고 일차 증분항만 포함시켜 이차 P-K 장력의 선형

화된 증분식을 유도하면 다음과 같다.  
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)(~
)1)

)(
())(((

2

)1)()((
2

)1)((
2

~

22

222

yyxxEAT
ds

yyd
ds

xxdEA
ds

dy
ds

dxEA
ds

dpEAT
tt
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 (2.18)

 

식 (2.17) 및 식 (2.18)을 식 (2.16)에 대입하고 이차 이상의 고차 증분항을 무시

하면 선형화된 증분식을 유도할 수 있다. 
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식 (2.19)의 선형화된 증분식에서 기지의 항을 오른쪽으로 이항하여 정리하면 

최종적인 증분형 운동방정식을 구할 수 있다. 
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식 (2.20)을 행렬식 형식으로 표시하면 다음과 같다. 
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(2.21)

 

식 (2.21)은 전체 좌표계에서 정의되어 있지만, 변위 성분을 가정할 때에서는 

그림 2.2 에서 정의된 케이블의 현 방향과 현 수직방향에 대하여 정의하는 것이 

물리적인 의미를 고려할 수 있어 바람직하다. 그러므로 Rayleigh-Ritz 를 이용하

여 현 방향과 현 수직방향의 변위 성분을 기저함수로 가정하여 이산화할 수 있

다.  

∑
=

ωφΔ≈Δ
n

i
xixid tsAx

1
sin)(~~  

tsAy
n

i
yiyid ωφΔ≈Δ ∑

=

sin)(~~
1

 
(2.22)

 

여기서 ω및 n 은 케이블의 각 진동수와 기저함수의 개수이고, dx~Δ , dy~Δ , xiφ
~

그

리고 yiφ
~

는 각각 현 방향 및 현 수직방향에 대한 동적변위와 기저함수이다. 현 

방향 및 현 수직방향의 동적 변위에 대하여 동일한 개수의 기저함수를 사용하
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였으나, 일반적으로 반드시 동일한 개수의 기저함수를 사용할 필요는 없다. 식 

(2.22)에서 정의된 동적변위는 반드시 양단에서 영이 되어야 한다. 이 논문에서

는 모든 기저함수가 양단에서의 경계조건을 항상 만족시키는 sine 함수를 기저 

함수로 사용하였다. 

s
l
i

yixi
0

sin~~ π
=φ=φ  (2.23)

 

식 (2.22)에서 정의된 동적 변위를 식 (2.21)에 대입하기 위하여 형렬식 형식으

로 표시한다. 
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 (2.24)

 

위 식에서 N~ 및 AΔ 는 각각 기저함수 행렬과 계수 벡터이다. 현 방향 및 현 수

직방향의 동적변위는 2 차원 변환행렬을 이용하여 전체 좌표계에서의 x-방향 및 

y-방향 변위로 표시할 수 있다. 
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여기서 R 은 변환행렬이며, N 은 전체좌표계에서의 기저함수 행렬로서 다음과 
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같이 정의 된다. 
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 (2.26)

 

식 (2.25)를 식 (2.21)에 대입하면 케이블의 이산화된 증분형 동적운동방정식을 

구할 수있다. 

fABDBANN Δ=Δ+Δ ∫∫ dsds
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0ρ &&  (2.27)

 

위 식에서 사용된 기호는 다음과 같다. 
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cM , cK , 그리고 fΔ  는 각각 케이블의 질량행렬, 접선 강성도 행렬 그리고 불

평형력으로서 다음과 같이 정의된다. 

식 (2.27)에 대한 시간 적분을 위하여 평균가속도법( 5.0=γ , 25.0=β )을 적

용한 Newmark-β법과 같은 수치적분을 사용한다.  각 시간 단계에서 해가 수렴할 때 

까지 식 (2.27)를 반복적으로 풀어 긱 시간 단계에서의 위치의 변화량을 계산할 

수 있다. 
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3. 안정화 기법 

 

2 장에서 정의한 케이블 요소를 이용한 동적 해석 결과에서 볼 수 있듯이 팽팽

한 케이블의 경우에는 케이블의 정적 상태에서의 장력이 크고 진폭도 작기 때

문에 음의 장력(압축력)이 발생할 가능성이 거의 없다. 하지만 느슨한 케이블의 

경우에는 장력이 작기 때문에 케이블의 강성도가 작아지게 되어 상대적으로 큰 

진폭이 발생될 수 있다. 운동 상태에 있는 케이블의 경우 정적 평형상태를 기

준으로 케이블이 아래쪽에 위치하면 변형이 커지기 때문에 더 적은 장력이 발

생할 것이다. 따라서 새그-경간비가 큰 느슨한 케이블에서 케이블이 정적 평형

상태보다 위 쪽에 위치할 경우 압축력이 발생하는 구간이 발생할 수 있다.  

케이블 부재에 음믜 장력이 발생하게 되면 식 (2.29b)에서 정의된 케이블 

강성도 행렬의 positive definiteness 가 상실되면서 케이블 평형방정식의 ellipticity 

역시 상실된다. 이에 따라서 가상일 원리와 같이 Galerkin 방법에 기초한 에너

지 법에 의하여 해석을 수행하면 극심한 해의 진동과 발산 현상을 동반하는 수

치적 불안정성이 발생하게 된다. 이러한 불안정성을 해결하기 위한 방법으로 

두 가지 접근법을 생각할 수 있다. 그 첫 번째 방법으로는 케이블에 음의 장력

이 도입될 수 있다는 가정 하에서 쌍선곡형 미분방정식을 안정적으로 풀 수 있

는 Petrov-Galerkin 방법에 기초한 가중잔차법 혹은 가상일 원리를 적용하는 것

이다. 이 접근법을 적용하기 위하여 케이블의 동적 평형 방정식에 대한 가중함
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수 혹은 가중 변위를 실제 변위와 다른 함수 공간에서 정의 하여야 하는데 그

러한 함수 공간을 정의하는 것이 쉽지 않고, 실제 변위가 가상 변위 중의 하나

로 정의된다는 물리적인 사실에도 위배된다. 또한, 케이블의 장력이 양수일 때

와 음수일 때 다른 종류의 가중잔차식을 적용하여야 하는 어려움도 따른다. 두 

번째 방법은 첫 번째 방법에 비하여 보다 직관적이고 물리적인 접근법이다. 즉 

케이블은 압축력에 대하여는 강성이 아주 작기 때문에 압축력을 받을 수 없고 

케이블에 압축력을 유발하는 외력에는 케이블의 휨 강성에 의하여 발생하는 전

단력으로 저항한다고 생각하는 것이다. 팽팽한 케이블의 경우와 같이 큰 장력

이 케이블에 도입되면 케이블의 휨 강성의 역할이 상대적으로 중요한 역할을 

할 수 있다. 이러한 논리에 기초하여 휨에 대하여 저항할 수 있는 아치 요소를 

케이블 모델에 결합함으로써 압축력의 발생으로 인한 강성의 손실을 보완하여 

안정적인 해석 결과를 얻을 수 있다. 

3.1 불안정성의 발생 요인 

케이블은 장력이 도입되기 전에는 강성이 발생하지 않기 때문에 케이블의 형상

을 정의할 수 없다. 따라서 케이블의 형상의 특징을 나타낼 수 있는 변수를 정

의하면 케이블에 걸린 장력의 크기를 비교할 수 있다. 케이블 형상의 특징을 

나타내는 변수로 새그-경간비를 정의한다. 케이블 새그-경간비는 정적 평형상태

에서의 케이블 중앙에서의 위치를 이용하여 다음과 같이 정의한다. 

span

ss

L
LyLxS

5.0
0

2
0

2 ))2/()2/(( +
=  (3.1)
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여기서 S 는 새그-경간비를 의미하고, sx , sy 그리고 0L 는 각각 정적 평형상태에

서의 중앙위치와 무응력 길이 그리고 spanL 은 케이블의 양 지점간의 거리를 의

미한다.  

케이블의 형상은 운동 중에 계속 변한다. 팽팽한 케이블의 경우 큰 장력이

케이블에 도입되면 케이블의 휨강성 케이블의 장력에 의하여 발생하는 강성도

에 비하여 무시할 수 있을 정도로 작을 것이다. 그러나 케이블의 휨 강성의 절

대값은 작더라도 케이블에 도입되는 장력이 작아지게 되면 케이블의 휨 강성의 

역할이 상대적으로 중요한 역할을 할 수 있다. 따라서 느슨한 케이블의 경우 

정적 평형 상태보다 아래 쪽에 위치할 경우 새그-경간비는 커지고 정적 평형상

태의 장력보다 더 큰 장력이 걸릴 것이고, 위쪽에 위치하면 새그-경간비는 작아

지면서 더 작은 장력이 걸릴 것이다. 그러므로 느슨한 케이블에서 케이블이 정

적 평형상태보다 위쪽에 위치할 경우 압축력이 발생하는 구간이 발생하게 된다.  

2 장에서 구한 케이블의 운동 방정식은 케이블이 인장력을 받을 때 강성이

발현된다는 가정으로부터 정의되어있다. 그러나 케이블이 압축력을 받게 되면 

케이블의 강성이 사라지게 되므로 더 이상 위의 가정은 성립할 수가 없다. 식 

(2.29b)는 케이블의 접선 강성 행렬이다. 이 식을 다시 쓰면 다음과 같다. 
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위 식을 다시 정리하면 다음과 같다. 
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θ는 케이블 상의 한 질점에서 접선이 이루는 각이다. 일반적으로 케이블의 

축방향 강성인 EA 는 장력에 비하여 매우 큰 값을 가지지만 θcos ,또는 θsin

가 영에 가까워지면 장력의 값이 음이 될 경우에 접선 강성 행렬의 대각 요소

가 음수가 될 수 있다. 따라서, 접선 강성 행렬의 대각 요소가 음수가 되면 접

선 강성 행렬의 positive definiteness 가 상실된다. 

다음 절에서는 느슨한 케이블의 안정된 해석 결과를 얻을 수 있는 안정화 

기법을 제시한다. 

 

3.2 안정화 기법 

운동 중에 압축력으로 인하여 강성도 행렬이 positive definiteness 를 잃어버리는 

것으로 볼 수 있다. 이러한 현상은 실제 케이블의 거동을 케이블 모델이 정확

히 모사하지 못하기 때문이다. 실제 케이블은 이상화된 케이블 모델과는 달리 

약간의 휨 강성을 가지고 있다. 따라서 케이블이 인장력을 받을 때는 휨 강성

이 케이블의 거동에 아무런 영향을 주지 못하지만 압축력을 받을 경우에는 케

이블이 휨에 의한 저항하게 된다. 이상화된 케이블 모델은 휨 강성이 정의 되 
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어 있지 않으므로 압축력이 발생할 경우에 휨에 의한 저항을 전혀 모사하지 못

하므로 강성을 잃어버리게 되는 것이다. 그러므로 이상화된 케이블 모델에 휨 

강성을 도입하면 부족한 강성을 보완할 수 있다. 이상화된 케이블 모델에 휨에 

의한 거동을 추가하기 위하여 이 논문에서는 그림 3.2 에서 보듯이 케이블과 형

상이 같은 아치 요소를 결합한다. 

안정화된 케이블의 동적 해석 결과를 얻기 위해 추가된 아치 요소의 기하

학적 성질은 다음과 같이 정의할 수 있다.   

φ  

그림 3.1 아치 요소가 결합된 케이블  

x 

 y 

dx
dy1tan−=φ  

R 
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여기서, R 은 아치의 곡률반경이고, w는 아치의 단위길이당 질량 그리고 φ  는

아치의 곡률각이다. 아치의 단위 길이 당 질량은 케이블의 단위 질량과 동일하

다. 아치의 변위와 접선 변형도의 관계는 다음과 같이 표시할 수 있다. 
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여기서 Sε 는 정적 평형상태에서의 접선 변형도 그림 3.2 에서 u 와 v 는 각각 

극좌표계에서 s-방향의 접선 변위, z-방향의 곡률반경의 변위이다. 그리고 z 는 
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중립축에서 임의의 점까지의 거리이다.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

아치의 Total Potential Energy 는 다음과 같이 표시할 수 있다. 

∫∫ ∫ +−εε=Π θ
l

srsss dpvquqdpdAE )()(
2
1  (3.6)

 

여기서 E 는 탄성계수(Young’s Modulus)이고 θq 와 rq 는 각각 극좌표계에서 s-방

향, z-방향의 외력이다. 식 (3.5)를 식 (3.6)에 대입하여 정리하면 다음과 같다. 

∫∫ +−−++=Π θ
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srs
sss

dpvquqdp
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R
u
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R
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duEA )()))(()((
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1 2
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여기서 A 는 아치의 단면적이고, I 는 아치의 단면 2 차 모멘트이다. 아치의 단면 

2 차 모멘트는 케이블의 전체 단면이 유효하고 강체로 거동하는 것으로 가정하

φ  

s,u 
z,v 

dx  

dy  

R 

그림 3.2 아치 요소 

z 

R

중립축 

v 

 

두께 
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여 계산한다. 식 (3.7)을 행렬식으로 표시하면 다음과 같다. 
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(3.8)

 

극좌표계에서 정의 된 아치의 변형도와 변위의 관계를 직각좌표계로 변환하면 

다음과 같다. 
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여기서 CΓ 는 아치의 임의의 한 점에서 점선이 이루는 각의 회전 변환 행렬이

고 dx 는 ( )T
dd yx 이다. 식 (3.9b)를 식 (3.9a)에 대입하여 정리하면 다음과 같

이 표시된다. 
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여기서 CL 는 pL 에 회전 변환 행렬을 곱한 것이고, dx 는 ( )T
dd yx 이다. 극좌

표계에서 정의된 External Potential Energy 를 직각좌표계로 변환하여 표시할 수 

있다. 
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여기서 Cq 는 ( )Tyx qq 이다.  

3.3 아치의 이산화 

아치의 이산화는 케이블의 경우와 같이 Rayleigh-Ritz 방법을 사용하여 현 방향

과 현 수직 방향의 변위 성분을 기저함수로 가정하여 이산화할 수 있다. 
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여기서 ω및 n 은 케이블의 각 진동수와 기저함수의 개수이고, dx~Δ , dy~Δ , xig 그

리고 yig 는 각각 현 방향 및 현 수직방향에 대한 동적변위와 기저함수이다. 케

이블의 경우와 같이 기저함수는 양단 경계조건을 항상 만족시키는 sine 함수를 

사용하였다. 
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식 (3.12)에서 정의된 동적변위를 행렬식 형식으로 표시할 수 있다. 
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위 식에서 N~ 및 A 는 각각 기저함수 행렬과 계수 벡터이다. 현 방향 및 현 수

직방향의 동적변위는 2 차원 변환행렬을 이용하여 전체 좌표계에서의 x-방향 및 

y-방향 변위로 표시할 수 있다. 
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여기서 R 은 변환행렬이며, N 은 전체좌표계에서의 기저함수 행렬로서 다음과 

같이 정의 된다. 
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식 (3.11)와 식 (3.15)을 식 (3.8)에 대입하여 최종 이산화된 Potential Energy 를 
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구할 수 있다. 

fAKAAqNAADBBA TT
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위에서 사용된 기호는 다음과 같다. 
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BBBNLLLB )()( 210210
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직각 좌표계에서 표시된 아치 요소의 강성도 행렬을 식 (2.27)에서 정의된 케이

블 모델에 대한 운동방정식에 더하면 휨 거동을 포함한 케이블의 이산화된 운

동방정식을 구할 수 있다.  

fAKKAM Δ=Δ++Δ Δ+Δ+ tt
ac

tt
c )(&&  (3.19)

 

여기서, aK  는 강성도 행렬이다. 식 (3.17)은 시간에 대한 미분항이 포함되어있

으므로 시간에 대한 이산화를 해야만 이산화된 시간에 대하여 Newton-Raphson 

방법에 기초한 반복계산으로 방정식을 풀 수 있다. 평균가속도법이 적용된 

Newmark- β 방법으로 시간에 대한 이산화를 수행한다. 이산화된 시간 tt Δ+ 에

서 재단 변위와 속도의 계수벡터는 다음과 같이 정의된다. 
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식 (3.21a)는 식 (3.20a)를 가속도의 증분에 대하여 정리한 식이고, 식 (3.21a)를 

식 (3.20b)에 대입하면 속도의 증분이 변위의 증분에 의한 함수로 정의된 식 

(3.21b)를 얻을 수 있다.  
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식 (3.21a), (3.21b)를 식 (3.19)에 대입하면 다음과 같이 시간과 공간에 대하여 

이산화된 증분형 운동 방정식을 얻는다. 

FAK ˆˆ Δ=Δ  (3.22)
 

여기서 K̂ , F̂Δ 는 다음과 같이 정의된다. 
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설명의 편의를 위하여 2 장에서 정의한 모델을 케이블 모델, 그리고 3 장에서 

정의한 케이블 모델에 아치 요소가 추가된 모델을 복합 모델이라고 앞으로 명

명한다.  



 

 

 

30

 

4. 수치 해석 예제 

 

4 장에서는 3 장에서 구한 복합 모델을 이용하여 새그-경간 비가 1/50 인 느슨

한 케이블 모델에 적용하여 시간 영역에서의 응답 특성을 파악한다. 그리고 약 

1/300 인 팽팽한 경사케이블모델과 복합모델을 사용하여 시간 영역해석을 수행

하여 실험에서 구한 변위와 가속도를 비교한다. 본 논문에서 제시된 모든 예제

는 사다리골 적분(적분구간 1000 개), 현 방향 및 현 수직방향 기저함수는 각각 

20 개를 사용하였다.  

 

4.1 시간 영역 해석 예제 

본 논문에서의 시간 영역 해석은 자유 진동 해석을 수행하였다. 제안된 모델의 

정당성을 확인하기 위하여 경간-새그 비가 50 인 느슨한 수평케이블을 대상으

로 하여 해석을 수행한다. 자유진동해석의 경우에서는 이 논문에서 제안하는 

케이블 모델을 이용한 해석의 정확도와, 해석 시간 간격에 따른 해의 안정성을 

평가한다. 또한 진동으로 인한 케이블 현상의 변화에 따른 고유진동수 변화를 

파악하고 FFT 해석을 통하여 주어진 예제의 지배적인 진동수를 구한다. 자유 

진동해석을 위한 예제는 중앙에서의 초기 변위를 0.5m 로 정하였다. 그리고 팽

팽한 경사 케이블의 경우에는 중앙에 재하된 집중하중 100kg 을 갑자기 제거하

여 발생하는 자유진동에 대하여 시간 영역 해석을 수행하고 실험에서 얻은 변
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위와 가속도를 본 논문에서 제안한 케이블의 모델의 응답과 비교한다.    

 4.1.1 느슨한 케이블 모델 

예제는 그림 4.1 과 같은 경간이 100m 인 수평 케이블이다. 케이블의 주요 물성

치를 표 4.1 에 제시하였다.  

 

표 4.1 예제로 사용된 케이블의 물성치  

종류 단위 길이당 자중 탄성 계수 단면적 관성 모멘트 

크기 3.223×103 N/m 2.067×1011 N/m2 4.199×10-2 m2 2.2452×10-3m4

 

시간 간격을 1/500 초로 총 4000 초간 해석을 수행했을때 경간-새그비가 50

인 느슨한 복합 모델의 중앙 수직 진동 변위를 그림 4.2 에 도시하였다. 직 변

위를 도시하였다. 경간-새그비가 50 인 경우 케이블의 응답을 살펴보면 아래쪽 

경간 거리 : 100m 

sag 

그림 4.1 해석 예제 
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꼭지점들은 초기 변위인 0.5m 부근에서 형성되지만 위 쪽 꼭지점들은 대부분 

초기 변위보다 더 큰 변위 값을 보인다. 그 이유는 정적 평형 상태에서의 장력

이 동적 장력에 비하여 상대적으로 작으므로 진동 중에 케이블이 정적 평형상

태보다 위 쪽에 위치하게 되면 케이블의 강성이 상대적으로 많이 약해지므로 

변위가 더 크게 발생한다. 복합 모델로 구한 해의 정확성을 평가하기 위하여 

두 모델로 해석한 중앙절점에서의 진동형상을 그림 4.3 에 도시하였다. 이차 P-

K 와 Green 변형도를 고려하지 않고 유한요소법을 이용한 해석 결과는 그림 

4.4 에 도시하였다. 그림 4.3 과 그림 4.4 를 비교해보면 유한요소법이의 변위가 

약간 크게 나온 이유는 이차 P-K 와 Green 변형도를 고려하지 않았기 때문이다.   

그리고 Rayleigh-Ritz 방법을 이용한 복합 모델로 해석한 장력 결과를 그림 4.5

에, 케이블 모델로 해석한 장력 결과를 그림 4.6 에서 비교 하였다. 케이블 모델

의 경우 장력이 음의 영역으로 들어가면서부터 매우 불안정한 보이지만 복합 

모델은 전 시간 구간에 걸쳐서 상대적으로 안정된 해석 결과를 보이므로 케이

블의 형상에 변화에 따른 장력 변화를 복합 모델이 좀 더 정확하게 평가한다고 

볼 수 있다. 

느슨한 케이블에서는 장력 변화로 인한 강성의 변화가 크기 때문에 진동 

중에 고유진동수 또한 일정하다고 볼 수 없다.[12] 복합 모델의 정적 평형 상태

에서 고유치 해석으로 구한 1, 2 차 고유진동수는 1.1Hz, 1.2Hz 이다. 중앙에서의 

진동 변위를 FFT 해석을 하여 구한 지배적인 진동수는 약 1.22 Hz 로 평가되었

다. 



 

 

 

33

 

케이블 모델은 시간 간격이 1/50 초로 늘어나면 Newton-Raphson 방법의 특징

인 quadratic 한 수렴성을 보이지 못하고 결국 그림 4.7 과 같이 해가 발산하는 

결과를 보인다. 그러나 그림 4.8 은 복합 모델의 수치적 안정성을 증명하는 그

래프이다. 복합 모델은 시간 간격을 1/50 초까지 늘이더라도 정확한 해석 결과

를 보인다. 그러나 그러므로 복합 모델이 케이블 모델에 비하여 수치적으로 안

정한 모델임을 알 수 있다. 
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그림 4.2 경간-새그비 50 인 복합 모델의 중앙 수직 진동변위 
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그림 4.3 (Rayleigh-Ritz)복합 모델과 케이블 모델의 중앙 수직 진동변위 비교 
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그림 4.4 FEM 의 복합 모델과 케이블 모델의 중앙 수직 진동변위 비교 
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그림 4.5 경간-새그비 50 인 복합 모델의 장력(Rayleigh-Ritz) 
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그림 4.6 경간-새그비 50 인 케이블 모델의 장력(Rayleigh-Ritz) 
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그림 4.7 케이블 모델의 시간 간격에 따른 중앙 수직 진동변위 
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그림 4.8 복합 모델의 시간 간격에 따른 중앙 수직 진동변위 

 

4.1.2 경사진 팽팽한 케이블 모델 

실험 케이블 구조물을 모델링 하면 그림 4.9 과 같다. 경간이 43.366m 이고 높이

가 6.43m 인 경사 케이블이다. 케이블의 주요 물성치를 표 4.2 에 제시하였다. 

실측한 가속도와 변위는 시간 간격을 1/100 초마다 측정하였다. 그러나 케이블 

모델링은 시간 간격을 1/500 초로 수행하였다. 
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단면 2 차 모멘트인 I 값은 유효단면적을 이용하여 단순 계산하면 (케이블내의 

강선들의 미끄러짐이 없다고 가정): 
π

=
π

π
=

π
=

π
=

44464

2

2

2
44

0
AArdI = 0.43871×

10-6 m4 이다. 케이블 구조물의 중앙에 100kg 을 갑자기 제거하여 변위와 가속도

를 측정하였다. 그러나 실험 구조물을 모델링 할 때 순간적으로 하중을 제거하

는 것이 불가능 하기 때문에 다음과 같은 식을 이용하여 하중을 제거하였다. 

표 4.2 예제로 사용된 케이블의 물성치  

종류 단위 길이당 자중 탄성 계수 유효 단면적 무응력길이 

크기 198.94 N/m 2.0×1011 N/m2 2.348×10-3 m2 44.304m 

가속도계#1 
가속도계#2

변위계#1 
가속도계#3 

43.866 

6.43

100 kg 

그림 4.9 실험 구조물의 모델링 
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여기서 0P 는 외부하중이고, a 는 하중을 제거하는 시간과 관계 있는 변수로 a

값의 크기가 클수록 하중이 제거되는 시간이 짧아진다. 본 논문에서는 시간 간

격을 1/500 초 a=2500π 일 경우 그림 4.10 과 같이 나타난다.  따라서 해석에 사용된 

하중은 약 0.05 초가 되면 모두 제거가 되고 시간 간격이 0.002 초로 해석하였기 때

문에 하중이 제거되는 동안 시간 간격은 25 번 포함된다. 
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그림 4.10 이상화 된 하중과 해석에 사용된 하중의 시간에 따른 제거 비교 

 

실측치의 중앙 변위와 케이블 모델링의 중앙 변위를 비교하면 그림 4.11 과 같

2

0)( atePth −=  (4.1) 



 

 

 

40

 

다. 변위는 이번 논문에서 제안한 케이블 모델만을 이용해도 일치한다.  
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그림 4.11 실측 중앙변위와 케이블 모델링의 중앙변위 비교 

 

그러나 가속도의 경우에는 그림 4.12 와 같이 케이블 모델만을 이용하여 해석을 

수행한 결과 실측된 가속도와 상이하게 나타난다.  
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그림 4.12 실측 중앙 가속도와 케이블 모델의 중앙 가속도 비교 

 

경사진 팽팽한 케이블의 경우, 가속도의 실측치와 해석결과의 불안정성을 줄이

기 위하여 복합 모델을 이용하여 수행한 결과는 그림 4.13 와 같다. 복합 모델

을 사용한 결과 여전히 실측 중앙 가속도와 해석 중앙 가속도의 위상이 정확히 

일치 하지 않는다. 이것은 케이블의 단면 2 차 모멘트를 유효단면적을 이용하여 

구했기 때문이다. 그러므로 기존의 단면 2 차 모멘트를 1.45 배 한 결과 그림 

4.14 과 같이 해석 값이 실측 값과 거의 같게 나타난다. 표 4.3 은 단면 2 차 모

멘트에 따른 실측 가속도와 해석 가속도의 Least square error 와 오차의 상대오차

를 나타낸다. 
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그림 4.13 실측 중앙 가속도와 복합 모델의 중앙 가속도 비교 
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그림 4.14 실측 중앙 가속도와 복합 모델( I×45.1 )의 중앙 가속도 비교 

 

 

 

표 4.3 Least square error 및 상대오차  

 단면 2 차 모멘트 단면 2 차 모멘트(1.45 배) 상대오차(%) 

Least squre 12.344 10.875 11.901 
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5. 결  론 

 

기존의 해석 방법을 사용하면 장력 수준이 낮은 느슨한 케이블의 해석 결과가 

불안정하거나 케이블의 비선형성을 정확히 묘사하지 못하는 문제점이 있었다. 

이 논문에서는 느슨한 케이블 해석 시에 발생하는 수치적 불안정성을 해결한 

복합 모델을 제안한다.  

케이블 모델을 이용하여 해석을 수행하는 경우 느슨한 케이블에서 수치적 

불안정성이 발생한다. 수치적 불안정성이 발생하는 이유는 압축력이 발생할 경

우 강성도 행렬의 대각 요소가 음수가 되기 때문이다. 이러한 문제를 해결하기 

위하여 아치 요소를 케이블 모델에 결합하여 부족한 강성을 보완한다. 실제 케

이블은 이상화된 케이블 모델과는 다르게 약간의 휨 강성과 회전 관성을 가지

고 있다. 그러므로 아치 요소에 의한 휨 강성을 보완하여 실제 케이블과 더욱 

가까운 형태의 모델이 만들어진다.  

제안된 복합 모델의 타당성을 확인하기 위하여 경간 길이 100m 인 수평케

이블을 적용하여 보았다. 

 팽팽한 케이블의 경우 같이 큰 장력이 케이블에 도입되면 케이블의 휨강

성 케이블의 장력에 의하여 발생하는 강성도에 비하여 무시할 수 있을 정도로 

작을 것이다. 그러므로 팽팽한 케이블에서는 수치적 불안정성이 발생하지 않을 

것이라 생각을 했다. 그러나 두 번째 수치예제에서 실험을 통해 얻은 변위와 
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가속도의 측정치를 케이블 모델과 비교한 결과 변위는 측정값과 해석결과가 일

치하였다. 하지만 가속도의 경우는 불안정성이 발생하였다. 그리고 복합 모델을 

이용한 해석결과는 측정된 가속도와 상당히 일치하였다.  

앞으로 케이블의 동적 거동에 대한 자세한 실험적 연구 및 이에 근거한 적

절한 해석 모델의 정립이 필요할 것이다.  
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부록 

 

 

A. 아치의 변형도와 변위의 관계 및 변환 

극좌표계에서 정의된 아치의 변형도와 변위의 관계를 직각좌표계로 변환하

면 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
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ABSTRACT 

 

This paper derives the hybrid model to eliminate dynamic instability when analyzing slack 

cable, and presents the nonlinear dynamic characteristics by considering 2nd Piola-

Kirchhoff stress and Green strain. Contrary to the highly tensioned cable of cable 

supported bridge, however, compression is introduced into slack cable during free 

vibration analysis. When compression induced, the stiffness matrix loses positive 

definiteness. Therefore, the compression causes the slack cable to be severe dynamic 

instability and it is impossible to analyze dynamic process by using only slack cable model. 

To solve this point at issue, the former researchers had used nonlinear frame element to 

analyze slack cable instead of cable model. This research suggests the hybrid model by 

combining an arch element with a cable model. The arch element has no axial stiffness and 

translational inertia, and only has bending stiffness. With the hybrid model, an arch 

element carries compression and a cable model carries tension during vibration. The hybrid 

element draws more stable solution with longer time step. Two numerical examples are 

performed to demonstrate the validity and the effectiveness of the proposed model 

compared with the cable model. A suspension cable which has 50 span-sag ratio and 

inclined taut cable are used.  
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Dynamic Equilibrium Equation, 2nd Piola-Kirchhoff stress, Green strain, Natural 

Frequency, Non-linear Analysis, Stabilization, Rayleigh-Ritz method 



 

Student Number : 2005-21163 




